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Opgave 1 (30 punten)

Beschouw de vergelijking

q̈ = −dU(q)
dq

, U(q) = − 1
2 (q2 − 1)2. (1)

a) Schets het faseplaatje van (1), d.w.z. teken de banen in het (q, q̇)-vlak. Zet ook pijltjes.

b) Is de oplossing q(t) van (1) met

q(0) =
1
2
, q̇(0) =

2
3

periodiek?

Opgave 2 (30 punten)

Los het volgende randwaardeprobleem op:

d4y

dx4
+ 2

d2y

dx2
+ y = −x, y(0) = y′(0) = y(π) = y′(π) = 0.

Opgave 3 (40 punten)

Beschouw de vergelijking

d

dx

[(
1− x2

) dy

dx

]
+ λy = 0, −1 < x < 1. (2)

Hierin λ ∈ R een parameter.

a) Laat zien dat als
∞∑

n=0

anxn oplossing is van (2), dan geldt voor n ≥ 0 dat

an+2 =
n(n + 1)− λ

(n + 1)(n + 2)
an.

b) Laat zien dat als λ = m(m + 1) met m = 0, 1, 2, 3, . . ., vergelijking (2) dan een polynoom van
graad m als oplossing heeft.

Het hierboven gevonden polynoom, genormeerd door de eigenschap dat Pm(1) = 1 heet het
Legendre polynoom van graad m.

c) Bewijs dat de functie

g(x, t) :=
1√

1− 2xt + t2
, |x| ≤ 1 en |t| < 1,

voldoet aan
∂

∂x

[(
1− x2

) ∂g

∂x

]
+ t

∂2

∂t2
(tg) = 0.



d) Schrijf
1√

1− 2xt + t2
=

∞∑
n=0

Qn(x)tn (3)

en laat zien dat

1. Qn(x) een polynoom van x is.
Hint: Gebruik de Taylorontwikkeling rond t = 0.

2. Qn(x) voldoet aan de differentiaalvergelijking (2) met λ = n(n + 1).

3. Qn(1) = 1 voor alle n = 0, 1, 2, . . ..
Hint:

1
1− t

=
∞∑

n=0

tn voor |t| < 1.

Concludeer dat Qn(x) = Pn(x) voor −1 < x < 1 en n = 0, 1, 2, 3, . . ..

e) Bewijs dat P1(x) = xP0(x) en

Pn+1(x) =
1

n + 1
[(2n + 1)xPn(x)− nPn−1(x)], voor n ≥ 1.

Hint : Bereken de afgeleide naar t van beide zijden van vergelijking (3). Vergelijk dan de
coëfficiënten voor tn.

f) Geef expliciete formules voor P2(x), P3(x), en P4(x).

Bonusopgave (20 punten)

De volgende functies

y1(x) = ex en y2(x) = 1 + x +
x2

2
voldoen aan dezelfde n-de orde differentiaalvergelijking

dny

dxn
= F

(
dn−1y

dxn−1
, . . . ,

dy

dx
, y

)
,

waarin F een continu-differentieerbare functie is. Hoe groot moet n minimaal zijn en waarom?


