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Opgave 1 (50 punten)

Beschouw de vergelijking

Ulg) = —1(¢* = 1)% (1)

a) Schets het faseplaatje van (1), d.w.z. teken de banen in het (g, ¢)-vlak. Zet ook pijltjes.

b) Is de oplossing ¢(t) van (1) met

1 2
0)=-, ¢0)=-
d0) =3 Q0)=>
periodiek?
Opgave 2 (30 punten)
Los het volgende randwaardeprobleem op:
d*y d?y
Tt + 2@ +y=—z, y(0)=y'(0)=y(r)=y'(r)=0.
Opgave 3 (40 punten)
Beschouw de vergelijking
d dy
—(1=2*) =]+ y=0 -1 L. 2
A VRIS )
Hierin A € R een parameter.
a) Laat zien dat als Z anx™ oplossing is van (2), dan geldt voor n > 0 dat
n=0
nn+1)— A
Opio = —————ap.
2T (1) (n+2)

b) Laat zien dat als A = m(m + 1) met m = 0,1,2,3, ..., vergelijking (2) dan een polynoom van
graad m als oplossing heeft.

Het hierboven gevonden polynoom, genormeerd door de eigenschap dat P, (1) = 1 heet het
Legendre polynoom van graad m.

c) Bewijs dat de functie

() = et
x’ :: b
g V1= 2zt +t2

|z] < 1len |t| <1,

voldoet aan )

0 o\ Og 3} B
p {(l—x )83:] +t@(tg) =0.



d) Schrijf

1 - n
Vi—2al+1 D Qnla)t 3)

n=0
en laat zien dat

1. Q,(x) een polynoom van z is.
Hint: Gebruik de Taylorontwikkeling rond ¢ = 0.
2. @Qn(z) voldoet aan de differentiaalvergelijking (2) met A = n(n + 1).

3. Qn(l)=1voorallen=0,1,2,....
Hint:

1 oo
17 Zt" voor |t| < 1.
n=0

Concludeer dat @, (z) = P,(x) voor —1 <z <lenn=0,1,2,3,....

e) Bewijs dat Pi(x) = 2Py(x) en

Poii(x) = %H[(Qn + DaP,(x) — nPy_1(x)], voor m > 1.

Hint: Bereken de afgeleide naar t van beide zijden van vergelijking (3). Vergelijk dan de
coéfficiénten voor t™.

f) Geef expliciete formules voor Py(z), P5(z), en Py(x).

Bonusopgave (20 punten)

De volgende functies
2

x
y1(z) =e® en yo(x) = 1+x—|—?

voldoen aan dezelfde n-de orde differentiaalvergelijking

@y (a7 dy
dxm den—1""" g )

waarin F' een continu-differentieerbare functie is. Hoe groot moet n minimaal zijn en waarom?




