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Differentiaalvergelijkingen B (WISB231)
10 juli 2003

Opgave 1 (20 punten)
Beschouw Newtons vergelijking § = —U’(q) waarin
1 1
Ula) = ~a* — 203 — 2.
(@) = 74" = 30" —a

Schets het faseplaatje in het (g, ¢)-vlak. Zet ook pijltjes.

Opgave 2 (50 punten)

Los het volgende randwaardeprobleem op:

Opgave 3 (50 punten)

Beschouw de vergelijking van Chebychev:

Py dy
Lyy(x) := (1—902)@ —x%—&—)\yzo. (1)

Hierin is A € R een parameter.

a) Laat zien dat als ), -, a,z™ oplossing is van de vergelijking, dan geldt voor n > 0 dat

n?—A
Ap42 = ( Ay -

n+2)(n+1)
Wat is de convergentiestraal van deze machtreeks?

b) Laat zien dat als A = k%, k € N, de vergelijking een polynoom P (z) van graad k als oplossing
heeft.

Het hierboven gevonden polynoom, genormeerd door de eigenschap dat Py (1) = 1, heet het Chebychev
polynoom van graad k.

¢) Neem T (z) = cos(karccos(x)) voor k € N en x € [—1,1]. Toon aan dat T} een oplossing van
(1) is op [-1,1] met A = k%. Hint: Gebruik dat -L arccos(z) = ——-

1—22°

d) Bewijs dat voor elke k € N en = € [—1, 1] geldt
Tt (x) = 22Tk 41 (x) — Ti(2), (2)
waarin Tp(z) = 1 en Ty (z) = . Hint: Gebruik dat

ei@ + e—i@

cos(f) = 5

e) Bespreek de relatie tussen Ty en P.



