Tentamen QM1la (05 November 2009)

Algemeen:

— de duur van het tentamen is 3 uur.

— er mag geen boek en geen eigen formuleblad worden gebruikt (sommige formules vind je wel
op het laatste ogavenbladje.

Niet vergeten:

e schrijf leesbaar en identificeer alles wat je opschrijft duidelijk met (deel-)vraag nummers!
e lever iedere opgave op een afzonderlijk vel in!

e Vermeld bij alle opgaven welk tentamen je doet!

e Schrijf op ieder vel je naam!

Opgave 1 - Concepten en Begrippen

Voor elk van de volgende vragen kan een bondig antwoord volstaan (wees zo volledig als nodig is
maar vermijd irrelevante uitweidingen).

a. Waardoor wordt in de quantummechanica een toestand van een systeem beschreven?

Oplossing: Door een golffunctie W(z,t) als oplossing van de Schrodinger-vergelijking.

b. Schrijf de operator voor de impuls van een deeltje op.
Oplossing:
s N0
b=
c. Hoe groot is de constante van Planck ongeveer? (h of %, een decimaal is voldoende - let op
de eenheid.)
Oplossing: h =6.63-1073* Js of & = 1.05-1073* Js
d. Door welke operatie verkrijg je uit de tijdsathankelijke Schrédingervergelijking de
tijdsonafhankelijke Schrodingervergelijking? Oplossing: Door scheiding van variabelen.
e. Hoe schrijf je de Hamiltoniaan in de quantummechanica?

Oplossing:

f. Wat is de samenhang tussen ¥(z,t) en ¢ (z) voor een stationaire toestand?

Oplossing: _
U(z,t) = ¢(z)e PN

g. Wat betekent de onzekerheidsrelatie van Heisenberg?
Oplossing: De spreiding van de plaats en van de impuls kan je niet tegelijkertijd willekeurig
verkleinen. Kleine spreiding in de plaats houdt een grote spreiding in de impuls in en andersom.
Opmerking: Als iemand alleen de onzekerheidsrelatie als formule opschrijft zal dat een halve punt
kunnen opleveren.

h. Wat wordt bedoeld met “tunneling”? Is er een klassiek analogon?

Oplossing: Met “tunneling” wordt het verschijnsel bedoeld dat een deeltje een potentiaalbarriere
kan passeren 66k als de energie van het deeltje minder is dan de hoogte van de potentiaalberg. Er
is geen analogon in de klassieke mechanica van puntdeeltjes.



i. Geef de commutatierelatie tussen plaats en impuls aan.

Oplossing:
[z, p] = ih.

j- Waarom is de stationaire oplossing voor een vrij deeltje fysisch niet toegestaan?

Oplossing: Omdat de stationaire oplossingen niet normeerbaar zijn.

(1 punt per vraag)



Opgave 2 - Harmonische Oscillator

a. De ladderoperatoren zijn gegeven door:

. 1

a4 = ——— (mwx F ip) .
+ /—2ﬁmw( F ip)

Toon met hulp van de canonieke commutatierelatie tussen x en p aan dat

[a’*aa+] =1
(1 punt)
Oplossing:
lamyay] = s [mwz + —ip] = o {[mwa, —ip] + ip, mwa]} = =z p) =1
a—,a4+| = o mwx + ip, mwr — ip| = ST mwx, —ip ip, mwe]} = o T,p| =

b. Toon met hulp van de commutatierelatie tussen de ladderoperatoren aan dat:

[(a4)® a-] =atasa_ —a_aray = —2a4

Bereken met hulp van deze relatie de operator:

Q= [(ay)? (a-)?] =ajatra_a_ —a_a_ajay.

Toon aan dat:

A 4 .
=5
geldt.
(2 punten)
Oplossing:
[(a+)2,a,] = a+a+a— —a-a4a4
= a4a4a- —a4a—a4+ — [a—,a4]ay = ayata— —ata—ay — a4
= aqaia- —a4a4a— —aila—,a4] —ay = afara— —apara— —aq — a4 = —2a4
Voor Q vind je dan:
Q = aiara_a— —a—a_atras
= a-atata— +[(a+)’ a]a- —a—a_atas

a—a-aras +a-[(a+)* a-] +[(a+)*,a-Ja- —a—a—atas
1 4 .
= —2a-a4+ —2at1a- = —4ata- —2=—4 (a+a_ + —) =——H
2 hw

c. Toon door herhaaldelijk toepassen van ay op de grondtoestand

mw\ 1/4 mw
w=(75) " ee(-55)
aan dat de tweede aangeslagen toestand gegeven is door:

_ 2mw 4 mw o
1/12—A< P —1>exp(—2hx).



Toon door normalisatie dat

2 \7wh
(3 punten)
Oplossing:
A d mw /4 mw o
= A = —h— _ -
Vi(e) 1090 = e ( "ot mwx) (wh ) eXp( T )
mw /4 1 —Mmwz mw o
= A _ — -
l(ﬂ'h) 2hmw( h h +mwm)exp( 2hx)
_ 2 (w)”“ 2 o (- 2,2
R n P\ an
A d mw\ Y4 [ 2mw mw o
= A = —h— _ - -
V2 (@) 20491 = e ( i +mm) (wh no v eXp( on " )
mw 1/4 1 2mw 2mw mw o 2mw 2 mw
= AA, (e | o 2mw me Zme _mw
1 2(71%) 2hmw< h 5 +h 5 hx+ 3 mwx)exp( o5 @
mw /4 2mw o mw o
= AiAs (ﬁ) (71+—h T )exp <72—x )

_ 2mw o MW o
= A<—h T 1)exp( 2hx)

De normalisatie levert:

—+oo oo 2
Patpodx |A]? -2 / <2m_w) z* exp <7%x2) dx
T h

— o0

. Toon met hulp van de ladderoperatoren aan dat:

o 1
/ Y ppde = o (n + —)
oo mw 2

e h
/ Py oda = Cy— (n+2)(n+1).

en

(1.5 punten)

Oplossing: De operator z2 is:

2 h
z° = (a+a4+ +ata- +a—ay +a—a-).
2mw

In de integraal leveren termen als v, a1 a+v, and ¥;a—a—_1, producten van orthogonale functies
op. Er blijft dus alleen:

/ YrziYndr = N (/ 1/)2a+a_wndx+/ w;a_aJrz/)ndx)
oo 2mw o o

- (e ) < (1)



In de tweede integraal levert alleen de term met ¥, a—_a—_1n42 een eindige bijdrage op. We vinden:

< h R
/ Yna’ Y yode T ( / wnaawn+2dx)
oo mw oo

h
= = (n+2)(n+1).

. Voor t = 0 is het deeltje in de toestand:
U(x,0) = B (botho(z) + batha(x))

met by en by reéel. Bepaal B uit de normalisatie. Geef de tijdsafhankelijke golffunctie
U(x,t) aan en toon aan dat de verwachtingswaarde van de plaats in de toestand ¥ (x,t)
(x) =0 is. Toon met hulp van de relaties uit (d) aan dat de spreiding kan geschreven
worden als:

Lo (b3 b3
02 = |B]*— (—0 + 5% + v/2bgbs cos 2wt> .
mw \ 2 2

(2.5 punten)

Oplossing: Omdat de gemixte termen met 1012 geen bijdrage leveren (orthogonaliteit) hebben
we:

/ U(z,0) ¥(z,0)dz = |Bf? </ b3¢§dx+/ b§¢§dx)—|3|2(b3+b§)i1

oo oo oo

L
NCEY
De tijdsathankelijke golffunctie is:
¥(z,t) =B {bo o(x) exp (—i%t) + b2 2 (x) exp (—z%}t)} .

De verwachtingswaarde van de positie:

(z) [ U(z,t) zV(x,t)dz

oo

= B =

|B|? [bg / Yoxodz + b3 / Yoxtbadx + bobs exp (—i2wt) / Yoxpadx + boba exp (+i2wt) / wgam/)odx]

Omdat in alle integralen hier oneven functies staan wordt (x) = 0. De spreiding kunnen we dan
uitrekenen als:

o2 (%) — (z)® = (%) = / U (x,t) 2>V (z, t)dx

oo

|B|? [bg / Yoz Yodz + b3 / VYoa*odx + bobs exp (—i2wt) / Yo pada + bobs exp (+i2wt) / ngQwoda@]

/Do 1/)2$2’¢0d$ = (/Oo 1/)0$2¢2d$) = /Do 1p0$2w2dx

kunnen we schrijven:
2 |B|2 [bg / Yoz Yodz + b3 / oz hadz + boba?2 cos (2wt) / wonwgda@]

Q
8
Il

| B [bgil + b§i§ + bob22 cos (2wt) L\/ﬂ
mw 2 mw 2 2

mw
2 2
— |B|2% (%0 + % + \/§b0b2 cos2wt> .



Opgave 3 - Transmissie door een barriere

Beschouw de potentiaal

met =V, >V, >0.

r < —a (I)

—a<xz<0 (I

O0<z<b (II1) (1)
b<wx (Iv)

a. Geef de algemene oplossingen van de tijdsonafhankelijke Schrodingervergelijking voor de

vier gebieden
I:
I

IIT:
1V .

r < —a
—a<z<0
O<z<bd
b<zx

aan. (Let op in gebied III: kijk hier expliciet naar de Schrodingervergelijking!) Beperk de
oplossingen tot een deeltje dat van links (—oo) komt. Maak een tekening van een mogelijke

oplossing.
(3 punten)
Oplossing: De algemene oplossingen zijn:
r
Yrr
Yrir
Yrv
met
2m(E
k= 7( )
i

= Ae':k’” + Bef““”
— Cezlz +D€72lz
=F+Gx

— Heikx +Ie—ik:x

2m(E — V1)
—

; l=

-0.5F

Figure 1: Het reéle gedeelte van een mogelijke oplossing voor de golffunctie.

b. Stel de randvoorwaarden in x = —a, x = 0 en x = b op. Toon aan dat de

transmissiecoéfficiént gegeven is door

1 ]{/’22 9
T = 1+T cos“(la) +

K2+ 12
2kl

222
=

k2412
2kl

4

sin?(la) + [k:b - lb} sin(la) cos(la).

(2)



met:

2m(E 2m(E -V,
)= V2m(E) ); = VImE= W) (3)
h h
(5 punten)
Oplossing: Continuiteit bij x = —a:
Aefika + Beika _ Cefila +Deila (4)
Continuiteit van de afgeleide bij x = —a:
—ika ika l —ila ila
Ae — Be'™ = Z (Ce — De ) (5)
Continuiteit bij x = 0:
C+D=F (6)
Continuiteit van de afgeleide bij x = 0:
C-D= f%G (7)
Continuiteit bij x = b: .
F+Gb=He™* (8)
Continuiteit van de afgeleide bij x = b:
G = ikHe™" 9)
Uit (4) en (5) maak je:
A= Lok [(1 ¥ 1) Ceie ¢ (1 - 1) De““} (10)
2 k k '
Uit (6) en (7) maak je de volgende twee relaties:
1 7
c= (Ff ZG) (11)
en
1 )

Met (9) heb je zo een relatie tussen G en H en samen met (8) krijg nog:
F = (1—ikb)He™. (13)

Invullen van (9) en (13) in (11) en (12) levert:

C= % (1—ikb+§) He'™? (14)
en
D= % (1 kb — %) He™. (15)
Uiteindelijk kunnen we dan (14) en (15) invullen in (10):
4 = oo (re D) (- £) v (12 4) (e ) 1
— %eikaeika {(2 — ikb) cos(la) + (—lb— ik2k+l 12) sin(la)} : (16)

De transmissiecoéfficiént krijg je dan door:

T = ||2||22 = i [(2 + ikb) cos(la) + (—lb + z#) sin(la)] [(2 — ikb) cos(la) + (—lb - ile:l 12) sin(la)] ,
(17)

wat je kan vereenvoudigen naar (2).



c. Toon aan dat je bij benadering in het geval b < 1/k en b < 1/1 kan schrijven:

(k2+%2)2—]]shﬁﬂa) (18)

T-t=1
+ 2kl

Geef verder een benadering aan voor de transmissiecoéfficiént (2) voor het geval a < 1/1.
(2 punten)

Oplossing: Voor b < 1/k en b < 1/1 kan je alle termen met kb en Ib ten opzichten van termen van
de orde van grootte 1 verwaarlozen, dus er blijft van (2):

. K42\ K42\
12 .2 _ _ .2
T =cos™(la) + < T sin“(la) =1+ YA 1| sin”(la). (19)

Voor a < 1/1 heb je cos(la) =~ 1 en sin(la) < 1, en dus:

kb2

Tt =1
T




Formuleblad:

(Onderstaande relaties kunnen gebruikt worden, maar het is (natuurlijk!) niet per se noodzakelijk
er één of meer te gebruiken!)

sin(a 4+ b) = sina cosb + cosasinb

cos(a = b) = cosacosb Fsinasinb

1
xsin(az)dx = pe sin(ax) — %cos(am)

x .
/zcos(az)dz == cos(ax) + - sin(ax)
¢ =a® +b* — 2abcosh

cosh?a = 1+sinh?a

e x
/ " exp (7_) dz = nla™*!
0 a/

[e3) 2
2n 2t o~ (2n)! ray2ntd
/0 v exp( aQ)dzﬁ n! (2)




