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Opgave 1: Algemene vragen (20 puuten)

a) Kinematica: Als gegeven is dat de grootte van de snelheidsvector U(t) constant is in
de tijd, bewijs dan dat & loodrecht staat op U{t).

b) Hoe luidt het principe van Hamilton.
¢) Geef in woorden de stelling van Noether.

d) Bij een holonome constraint is er een eenduidige relatie tussen de codrdinaten b.v.
flz.y,2) = c. In deze vergelijking komen geen snelheden voor. Bij een wiel met
straal R dat slipvrij rolt is er een relatie tussen de hoeksnelheid w van het wiel en
de translatiesnelheid v van het wiel, v = wR. Waarom is dit in het algemeen geen
holonome constraint?

Opgave 2: Circulair weersysteem (20 punten)

Stel een circulair weersysteem heeft een windsnelheidsveld v(r) = ”7‘63, hierin is r de afstand
tot het centrum en is f de azimutaal (tangentieel) gerichte eenheidsvector. Fen voorwerp
geplaatst in dit veld ondervindt een kracht F(r) = —Bv, waarin B een constante is.

L. Laat zien dat de kringintegraal van de kracht langs een gesloten contour die de
oorsprong niet omsluit gelijk is aan nul. (U mag een contour kiezen bestaande uit
twee cirkelbogen verbonden door twee voerstralen, een deel van een taartpunt)

2. Bereken ook de kringintegraal van de kracht langs een contour die de oorsprong wel
omsluit, bijvoorbeeld een cirkel. Hangt het resultaat af van de gekozen gesloten
contour om de oorsprong? Is het krachtveld conservatief?

Opgave 3: Slinger aan een katrol (30 punten)

Een touw loopt over twee katrollen, zie figunr. Aan elk uiteinde

is een massa m bevestigd. Aan de kant van de linkerkatrol e/
laten we de massa m in een horizontaal viak slingeren met o
cen kleine maximale uitwijking. De muassa aan de rechterka- m

trol kan alleen in vertikale richting bewegen. De versnelling van

de zwaartekracht is g, touw en katrollen zim massaloos en katrollen kunnen als puntvorimig

m

heschouwd worder.
a) Hoeveeel vrijheidsgraden heeft Lot systeem. Geef de Lagrangiaan,

b} Geef e bewegingsvergelijkingen en los deze op in de grove benadering dat alle
kwadratische termen in o en @ took mengtermen) verwaarloosd mogen worden. De

beginconditie is 7 = () en & - 0.

¢} We gaan een stapje verder en nemen ook de kwadratische termen mee. Neem wel
aan dat gedurende cen stingering de lengte » slechts weinig verandert. Los de heweg-
ingsvergelijking voor de hock o op met de conditie /* 2= 0 oy loat vervolgens zien dat
gemiddeld over eon periode de rechitor massa omhoos pant miet con kleine snelhieid

ro-aopg. Geef de constante o,



d) Geef aan de hand van de wetten van Newton in woorden cen verklaring voor het
langzaam stijgen van de rechter massa.

Opgave 4: Kraal op roterende ring (30 punten)

Een kraal met massa m kan wrijvingsloos bewegen over een ring
et straal R De ring draait met een constante hoeksnelheid w
om cen verticale as. Op de massa werkt ook de zwaartekracht
met versnelling ¢.

a) Geef de Lagrangiaan en leid hieruit af bewegingsvergelijk—
ing voor de getekende hoek 4.

b) Voor welke hoeken B is de massa in stabiel evenwicht,
maak onderscheid tussen de situaties w? < g/R en w? ~
9/ R. Een intuitief antwoord volstaat hier, bij onderdeel ¢
moet het wel aangetoond worden.

c) Bereken de frequenties van een kleine trilling om de stabiele evenw chtspunten.
(Noem de hoek #y + ¢ en gebruik Je Taylorontwikkeling voor kleine ¢.)



FORMULEBLAD MECHANICA 2

Kinematica van één deeltje. '
Ontbinding van snelheid en versnelling in viakke poolcodrdinaten: v = #f + r6f, en
a= (¥~ r6%)F + (r6 + 2/6)4.

Dynamica van één deeltje.
NeVVtOn: F == I’), .,/ttlz th = p2 — P:.
impulsmoment: L = r x p, krachtmoment: r — r x F, r=1L.

Arbeid en Energie.

[:F ~dr = %771’05 — %mvﬁ = —(Uy(b) = Up(a)) voor een conservatief krachtveld, d.w.z. als
$F -dr=0. F = —gradF,; Behoud van mechanische energie: U + T = (. Is een kracht
conservatief dan rot F=0, oftewel dF, /0y = OF,/0x etc. Vermogen: P = W = F . v.
Evenwicht: 37 F; = 0.

Mechanica van een systeem van deeltjes.
Massamiddelpunt r,, = ﬁlf Smirg P o= M Vi P = A a;, = Fepe; Voor twee deeltjes:
Fi2 = payg, waarin p = myma/(my + my). L = Tewt; L = L 4+ 1y, x P; Ly, = 7.. Voor
twee deeltjes: T, = Lpvd,.

Euler-Lagrangevergelijkingen Lagrangiaan:L = T-U,; Lagrange OL/0q; = d/dtdL /04,
[i =1, n]. Gegeneraliseerde impuls: p; = OL/0¢;. Voor cyclische (ignorable) codrdinaten

is de corresponderende gegeneraliseerde impuls behouden. Hamiltoniaan: H = Yo Pidi—
L.

Gravitatiewet:

F = GmM/r?, potentiéle energie, U/ = —GmAd/r. Kepler I: Banen in centraal krachtveld
ziju kegelsneden, r = ed/(1 + € cos #). Kepler 2: mr2p = [, = constant. Totale energie:
E = -GmM/r + %mr’2 + L?/2mr2. Centrifugale potentiéle energie: L?/2mr?. Voor
ellipsbaan (a = ed/(1 — ¢)): E = ~GmMj2a en €2 =1 + (2E/m)(L/GmM)?. Kepler 3:
T%/a? = 2 /GM.

Niet-inertiaalstelsels.

F + Fy = ma’ met Fy = —mag in een stelsel dat met versnelling ay beweegt t.o.v. een
inertiaalstelsel. F 4 F,,, + F.f=ma', met Fopr = —2mw x v/, en Fof=—mwx (wxr)
in ecen stelsel dat met hoeksnelheid w roteert t.o.v. een inertiaalstelsel.

Eulervergelijkingen

ALy = (s — Anjwawy = 7y,

Aoy = (g = A wswy = 7,

gy = (N = Nodwiwy = 7y

Traagheidstensor:

Lol =3, maty® + 221 enz. en Lry = =3 Mod ol o1z,
Taylorontwikkeling:

Sl be) = fla) + flire + %f'//(.l')fz‘

Cosinusregel in driehoek -

2 2 a0
e s b = 2abcos o



