
Tentamen Mechanica 2
Blok 4, 30 juni 2011

Vermeld op elk blad duidelijk je naam en collegekaartnummer!
Gebruik per opgave een apart vel!
Tip: Lees eerst alle vragen rustig door, begin met de vraag die je het makkelijkst vindt, besteed

niet teveel tijd aan één vraag!

1 Schijf op een bol

Een schijf met massa m balanceert bovenop een bol met straal R. De
bol blijft bewegingsloos in dit probleem. De wrijvingskracht tussen de
schijf en de bol is Fw = γFN , waarbij γ een positive constante is en FN

de normaalkracht is die de bol op de schijf uitoefent. De richting van de
wrijvingskracht is tegengesteld aan de beweging van de schijf.

De schijf wordt langzaam vanaf de bovenkant van de bol geduwd,
totdat de schijf vanzelf naar beneden glijdt onder de invloed van de
zwaartekracht. [totaal: 10pt]

(a) Definieer en bereken alle krachten die op de schijf werken als de hoek vanaf de top van de bol
θ is en de snelheid v. [3 pt]

(b) Bereken de minimale hoek θ0 waarbij de schijf begint te glijden onder z’n eigen gewicht. Wat
geldt voor de maximale hoek θ1 waarbij de schijf van de bol afvliegt? Beschrijf ook in woorden
wat de fysische condities zijn waardoor deze hoeken bepaald worden. [2 pt]

(c) Gebruik de wet van behoud van energie om een differentiaalvergelijking op te stellen waaraan de
snelheid v van de schijf als functie van de hoek θ ≤ θ1 voldoet. Het is niet nodig de vergelijking
op te lossen. [3 pt]

(d) Laat zien dat in de limiet γ → 0 de vergelijking v(h)2 = 2g (R− h) voor een schijf en bol zonder
wrijving een oplossing van de in (c) gevonden differentiaalvergelijking is. [2 pt]

2 Dubbele slinger

Een mathematische slinger met lengte l1 en massa m1 is bevestigd in
punt O. Een tweede slinger met lengte l2 en massa m2 is bevestigd aan
het eind van de eerste slinger. Alle verbindingen kunnen wrijvingsloos
bewegen en kunnen massaloos verondersteld worden. [totaal: 15 pt]

(a) Formuleer de Lagrangiaan L (φ1, φ2, φ̇1, φ̇2, t) die bij dit systeem
hoort. (Noot: De Lagrangiaan bevat een groot aantal termen. Het
kan makkelijk zijn om eerst een algemenere uitdrukking op te schrij-
ven en vervolgens de termen apart uit te schrijven) [4 pt]

(b) Geef de bewegingsvergelijkingen voor φ1 en φ2. [4 pt]

Gebruik vanaf nu de benadering l1 = l2 = 1.
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(c) Beschouw het geval dat m1 � m2. Beschrijf de beweging van φ1. [3 pt]

(d) De dubbele slinger is een chaotisch systeem.

i) Figuur 1 toont de coördinaten φ1 en φ2 als functie van de tijd. Welke karakteristieke
eigenschap van een chaotisch systeem (bijzonder φ2) is zichtbaar in (a) en (b)? Bespreek
de gevolgen van deze eigenschap. Welke grootheid/variabele beschrijft deze eigenschap?
Definieer de grootheid en leg uit wat voor waarden je verwacht voor chaotisch gedrag. [2
pt]

ii) Gezien de resultaten van punt (c) en figuur 1(c), vind de ‘control parameter’ van een dub-
bele slinger met constante energie. Definieer ‘control parameter’ en leg uit welke waarden
je verwacht voor niet-chaotisch en chaotisch gedrag. [2 pt]

(a) φ2(0) = −π/4 rad, m1 > m2 (b) φ2(0) = −π/4− 0.00005 rad, m1 > m2

(c) φ2(0) = −π/4 rad, m2 � m1

Figuur 1: φ1 en φ2 (onderbroken lijn) als functie van de tijd voor een dubbele slinger. De
begintoestanden van 1a en 1b zijn gelijk, met uitzondering van φ2(0).
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3 Katrol

Een massaloos koord is gewikkeld om een katrol met straal a en traag-
heidsmoment I. Aan het vrij afhangende uiteinde van het koord is een
massaloze veer van rustlengte 0 en veerconstante k bevestigd, en aan
het uiteinde van deze veer hangt een blok met massa m. Onder invloed
van de zwaartekracht zal het koord van de katrol worden afgewikkeld.
De lengte van het afhangende deel van het koord geven we aan met de
coördinaat x, en de lengte van de veer met de coördinaat l (zie figuur).
[totaal: 15 pt]

(a) Laat zien dat de kinetische energie behorend bij de rotatie van de
katrol gelijk is aan Krot = 1

2I
(

ẋ
a

)2. Geef ook een uitdrukking voor
de kinetische energie behorend bij de daling van het blok. [3 pt]

(b) Wat is de potentiële energie van dit systeem? [2 pt]

(c) Schrijf de Lagrangiaan op van dit systeem en geef uitdrukkingen
voor de gegeneraliseerde impulsen px en pl. [2 pt]

(d) Leid de Lagrangevergelijkingen af voor x en l. [2 pt]

Na eliminatie van de tweede afgeleide ẍ uit de twee Lagrangevergelijkingen van (d) krijgen we een
enkele bewegingsvergelijking voor l, van de vorm l̈ = C − ω2l.

(e) Geef een uitdrukking voor de oscillatiefrequentie ω en de constante C. Leid ook af hoe groot
de waarde l0 is van l in evenwicht. [3 pt]

Een van de mogelijke oplossingen voor l luidt l = l0 + A cos ωt, met vrij te kiezen amplitude A
(A < l0, zodat het koord wel voortdurend gespannen staat).

(f) Geef voor dit geval de oplossing voor x(t), met begincondities x(0) = 0 en ẋ(0) = 0. [3 pt]
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