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Opgave 1: Wrijving kwadratisch met de snelheid

Een naar beneden vallende massa m, van zeer grote hoogte op tijdstip nul uit startpunt nul met
snelheid nul losgelaten, ondervindt door de luchtweerstand een afremmende kracht Fyy, die kwa-
dratisch athankelijk is van de momentane snelheid v van m. De grootte van deze wrijvingskracht

Fy wordt gegeven door Fy = kmv?, met k een constante. Gedurende de val verandert de
zwaartekrachtsversnelling g niet. Na afstand = heeft m de snelheid v(z).

Met behulp van ¢ en k introduceren we een kenmerkende lengte L = % en een kenmerkende
snelheid v; = /1.

|9

Tx=0,t=0,v=0

ml z, t, v

a) Verifieer de dimensies van L en v1. Wat is uw suggestie voor een kenmerkende tijd?

b) Verifieer dat -1 (v?) = 4 (2v).

Leid nu af dat de val van m beschreven wordt door de differentiaalvergelijking

(v~ %) = 7 (o —43)..

d
dx

c¢) Geef de oplossing v? als functie van x (waar ook nog de constanten L en v? in voorkomen)

en teken v%(z).
d) Wat wordt v(z) voor a > L?
Laat zien dat voor x < L de kinetische energie van m gegeven wordt door (mg)z.
e) Met de tijd als variabele heeft de beschrijvende differentiaalvergelijking de vorm g—i’ = g—kv?.

Merk op dat, voor vanaf nul aangroeiende snelheid, het rechterlid als geheel afneemt tot nul.
Leid hiertoe af dat er dus een constante eindsnelheid bestaat en geef direct de waarde hiervan.



Extra

Te maken aan het eind van het tentamen indien u nog tijd over heeft.
Het kan vijf punten opleveren.
Leid af dat de afkorting a(t) = Lo(t) de differentiaalvergelijking van e) te schrijven is als

U1

da da 2g

T4a " Toa o
Laat vervolgens zien dat dit leidt tot de oplossing
29 ¢
v(t) = a(t)v, = vle::t -1 vy tanh Iy,
e’ 41 U1

Wat wordt v(t) voor ¢ < 17

Opgave 2

Helaas is opgave 2 door een onbekende uit het originele tentamen verwijderd.

Opgave 3

Twee gelijke massa’s m zijn door drie veren met gelijke veerconstante k verbonden, zoals aangege-
ven in de figuur. De buitenste veren zitten vast aan de muur en de massa’s bewegen wrijvingsloos
over de vloer; de stippellijnen geven de evenwichtsposities aan. Op een gegeven ogenblik heeft de
linkermassa een uitwijking 211 en de rechtermassa een uitwijking xga met 7 een eenheidsvector
naar rechts. Noem voor het rekengemak % =a.

a) Laat zien dat de optredende krachten tot de volgende gekoppelde differentiaalvergelijkingen
leiden:
& =—a(2x; — x2) en o = —a(2x9 — x1).
b) We voeren nu in de hulpfunctie y(t) = x1(¢) + z2(t).
Aan welke differentiaalvergelijking voldoet z(t)?
Wat is de cirkelfrequentie van deze trilling?

Geef de algemene gedaante van z(t).
c¢) Leid nu af dat de algemene oplossingen z1(t) en x2(t) gegeven worden door
x1(t) = Asin(ty/a) + B cos(ty/a) + Csin(tvV3a) + D cos(tV3a)

en

19(t) = Asin(tv/a) + B cos(ty/a) — C'sin(tV3a) — D cos(tv/3a)



Beide massa’s worden in rust gehouden, de linkermassa in haar evenwichtspositie en de rechter-
massa op een afstand xg, naar rechts, uit haar evenwichtspositie. Op ¢ = 0 worden beide massa’s
met snelheid nul losgelaten.

d) Geef z1(t) en z2(t) uitgedrukt in ¢, 29 en beide cirkelfrequenties.

e) Geef voor de situatie uit onderdeel d) de onderlinge afstand tussen de twee massa’s als functie
van de tijd indien de evenwichtsposities een afstand L hebben.



Formuleblad

ay b1
e Dot product: d= [as | andb= | b | = d-b=a1b; + asbs + azbs.
as b3
ay . by . asbs — azbs
e Cross product: 1d= [as | andb= by | = adx b= | azby —a1bs
as b3 arby — asby

o fla,B,7,...) = df = §Lda+ §5ds + GLdy + -

e Taylor series: f(x 4+ h) = f(z)+ hf'(z) + %f”(x) + %f’"(x) I

o (1+e)f =1+4ket D2 FEZDES 4 forallk e Rand —1 <e< 1.

e Linear motion: p=mr, p=F, W = /

e Rotations: L=7"xp, M =7 x F, L= M.
e Non-inertial frames: 7/ = ¥ — & X 7)) —w X7 — Ap.

o Cylindrical: V= Zp+ 22+ 22,5 = pp+ pdd + 22, @ = (p— pd*)p+ (pd + 2pd)d + 22

T

a= [r —ré?sin®0 — 7”92:| 7+ [7’9 + 270 — r¢? sin 6 cos 9} o+ [rgb sin @ + 27¢sin 6 + 2rf¢ cos 0 ngS

e Spherical: V= a@fdr %géJr r51n98¢¢7 U= rr+r00+rsm€¢¢),

e Conical sections: r = 3_(617;):)9: circle: € = 0 (Eioy < 0); ellipse: 0 < € < 1 (REor < 0);

parabola: € = 1 (Eio = 0); hyperbola: € > 1 (Eyo > 0).

e Elliptical orbits: T2 = G(j\*/}f_m) a3, Bt = —%.

e Two-body systems: i =14+ L

mi m2

e n-body systems: M = 30 m;; Rem = 27 > o1y My, Pn = MRew, I, = Do T,
R, =0 — 3" mirf =0 — > pr =0 (constant masses), L = Ly + L*, I, =
I} + MR? _, (Steiner).

e Solid rigid bodies: >~ — [ and m; — dm = p(7)d3r
e Thin rod: I} = 1 ML2 cylinder: I} = 1MRQ; sphere: I} = %MR?

’ Translation along z-axis \ Rotation around z-axis ‘

° P = My, L,=1Lw
F, =mdv, M, =1w

_ 1 2 _ 1 2

Ttrans - va Trot - §Izw .

e Lagrange: L =T —V; quk =4 (aa,i) Pr = %

e Hamilton: H =% ,_, qupr — L, gp =g, and 2 qu = —Pp.

e Conservative systems: H =T +V

1
1
2
o+
=
=
I
oley
2
B
o
)
I
—

e Lorentz-transformation: {



e To obtain the inverse Lorentz-transformation exchange the primes (') and replace 3 by —4.

1 0 0 0
e Metric used: g' = 8 _01 _01 0 with u, v =0,1,2,3.
o 0 0 -1

e d-vectors; & = (ct, &), @ = vu(c, @), p = mi = (£, p) where a = (a°,d).

e Invariants: The dot product @ - b of two arbitrary 4-vectors @ and b is Lorentz-invariant.
e Note: p? =p-p=Zr — p- = m2c? (thus 0 for a massless particle).
e Furthermore: E = vy,mc? = \/(pc)? + (mc?)? thus E,—o = mc?.

e Some useful invariants: (dz)? = (cd7)?, 42 = 2, p* = m?c2.

e Note: p; - p1 = pj - D5 thus evaluation in rest frame or CMS is preferable.

e Invariant mass Mi,,: P2, = M2 c* and is thus conserved and invariant.

e Index notation: z* = (ct, &), u* = vy, (c, ), p* = (%,ﬁ), i b= atb,,.

Some mathematical formulas

o o =lim, oo (14 2)", e = 14245 + 4 +---, € = cos(2) + isin(z), z = |z]ei®.
ecos(z) =1—2 42 —2 42 . cosh(z) =145 42 42 42 4o

. Sin(z):Z_%T'i'%—%-l—é—-.-;Sinh(2)22+%+%+%+§+_,_;

o cos(z) = %, cosh(z) = €4 sin(z) = ez‘z_iﬂ-z’ sinh(s) = £

o tan(z) = 32 (cos(2) # 0); tanh(z) = S22 (cosh(z) # 0).

cos(z) cosh(z)

e cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w), sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w).

e cos?(z) +sin?(z) = 1, cosh?(z) — sinh?(z) = 1.

dcos(z) dcosh(z) . d arccos(z) 1
—_\ - 7 = h = — .

‘T sin(2), —g sinh(z), —4; N
dsin(z) dsinh(z) darcsin(z) 1

s —% - cos(z), —% = cosh(z), P -

. dtan(z) 1 dln(z) _ 1 darctan(z) 1

dz cos?(z)’  dz 2’ dz N



