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Institute for Theoretical Physics
Utrecht University

Final Exam Advanced Quantum Mechanics (total 100 points)

Tuesday, January 27, 2015, 13:30-16:30

1. Write your name and initials on all sheets, on the first sheet also your student ID number.

2. Write clearly, unreadable work cannot be corrected.

3. Give the motivation, explanation, and calculations leading up to each answer and/or solution.

4. Do not spend a large amount of time on finding (small) calculational errors. If you suspect you have made such
an error, point it out in words.

5. Note the appendix at the end of this exercise!

We beschouwen een (in eerste instantie) spinloos deeltje met massa m in twee dimensies in een “doos” met opper-

vlakte A = L2 en zijde L op positie R = (Rx, Ry). Dat wil zeggen, het deeltje voelt een potentiaal gegeven door

V (x− Rx, y − Ry) met V (x, y) = 0 als 0 < x < L en 0 < y < L, terwijl deze potentiaal V (x, y) → ∞ als het deeltje

buiten dit gebied komt.

De tijdsonafhankelijke Schrödinger vergelijking voor de golffunctie χ(x, y) van het deeltje is gegeven door[
− h̄2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V (x−Rx, y −Ry)

]
χ(x, y) = εχ(x, y) ,

met ε de energie van de toestand waarin het deeltje zich bevindt.

a) (10 points) Beschouw de situatie R = 0 en laat zien dat de genormaliseerde grondtoestandsgolffunctie dan

gegeven wordt door

χ0(x, y) = C sin
(πx
L

)
sin
(πy
L

)
,

waarbij C = 2/L. Geef ook de energie.

b) (5 points) Beschouw het geval met R willekeurig, en laat zien, door invullen in de Schrödinger vergelijking met

correct gebruik van de randvoorwaarden, dat de grondtoestand dan gegeven wordt door

χR(x, y) = C sin

(
π(x−Rx)

L

)
sin

(
π(y −Ry)

L

)
.

c) (10 points) Het resultaat bij b) resulteert ook uit een translatie van de oplossing χ0(x, y) over de vector R. Op

het college heeft u geleerd dat onder een translatie over een vector a een algemene toestand |ψ〉 overgaat in

e−ip̂·a/h̄|ψ〉, met p̂ de impuls operator. Pas dit toe, door expliciet te werken met de operator e−ip̂·R/h̄ in de

plaatsrepresentatie op χ0(x, y), om χR(x, y) te verkrijgen.

d) (5 points) Indien R tijdsafhankelijk is, R = R(t), geef dan een schatting voor de bovengrens van dR/dt beneden

welke het deeltje in de grondtoestand blijft.
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In deelopgaven e) , f), en g) beschouwen het systeem in een vectorpotentiaal A(x, y) die de eigenschap heeft dat

∇×A altijd nul is binnen het gebied waar het deeltje zich bevindt (binnen de doos). Hierbij is ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, 0).

We nemen aan dat het deeltje lading q heeft. De Schrödinger vergelijking wordt dan gegeven door[
1

2m

(
−ih̄∇− q

c
A(x, y)

)2

+ V (x−Rx, y −Ry)

]
χ(x, y) = εχ(x, y) .

e) (10 points)Laat zien dat

ψR(x, y) = e
iq
h̄c

∫ x

R
d`·A

χR(x, y) ,

een oplossing is van de Schrödinger vergelijking. Hierbij is
∫ x

R
d` ·A een lijn-integraal van de vectorpotentiaal

langs een willekeurig pad van R naar x.

f) (5 points) Op het college heeft u geleerd dat een ijktransformatie van de vector potentiaal A → A +∇Λ, met

Λ een willekeurige scalaire functie van de positie, gepaard gaat met de verandering (op een algehele fase factor

na) ψ → eiqΛ(x)/(h̄c)ψ van de golffunctie. Laat dit expliciet zien voor de golffunctie van onderdeel e).

g) (10 points) Op het college heeft u geleerd dat de kwantummechanische toestand een zogenaamde Berry fase

factor kan verkrijgen als het systeem langzaam (adiabatisch) een gesloten pad in een parameterruimte doorloopt.

Deze Berry fase wordt gegeven door

γB = i

∫ T

0

dt

N∑
µ=1

〈ψR|
∂

∂Rµ
ψR〉

∂Rµ
∂t

,

waarbij |ψR〉 de grondtoestand is voor de waarden R = (R1, R2, · · · , RN ) van de parameters, waarbij er N

parameters zijn. Beschouw nu de positie van de doos als de adiabatische langzaam varierende parameters,

d.w.z., we stellen ons voor dat we de positie van de doos met het deeltje langzaam veranderen en uiteindelijke

weer op dezelfde plek terugkomen. Laat zien dat dan γB = 2πΦ/Φ0, waarbij Φ de magnetische flux door de

oppervlakte die het pad omsluit en Φ0 = 2πh̄q/c het fluxquantum.

In het vervolg van deze opgave laten we de vectorpotentiaal buiten beschouwing, en nemen we aan dat het deeltje

spin S = 1/2 heeft. Voorts nemen we aan dat het deeltje zich bevindt in een radieel gericht Zeeman magneetveld,

d.w.z., dat het gedeelte van de hamiltoniaan dat het spingedeelte van de grondtoestand bepaalt gegeven wordt door:

ĤZ = −∆

h̄
Ŝ ·Ω ,

waarbij de energie ∆ > 0, Ŝ de spinoperator, en de eenheidsvector Ω gegeven wordt door Ω = (cos θ, sin θ, 0), met θ

de hoek tussen Ω en de x-as.

h) (10 points) Laat zien dat de genormaliseerde grondtoestand van ĤZ energie −∆/2 heeft en (op een fasefactor

na) gegeven wordt door

|ψθ〉 =
1√
2

(
| ↑〉+ eiθ| ↓〉

)
,

waarbij | ↑〉 en | ↓〉 de eigenstoestanden van Ŝz zijn. NB: alhoewel niet noodzakelijk voor dit onderdeel kan het

met het oog op het volgende onderdeel (i) handig zijn om ook de aangeslagen toestand en de energie daarvan

alvast te berekenen.
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i) (10 points) Bereken 〈ψθ|Ŝ|ψθ〉. Geef tevens de verwachtingswaarde van de spin in het kanonieke ensemble met

temperatuur T .

j) (10 points) Beschouw nu de situatie dat de doos zo klein is dat Ω nagenoeg constant is binnen de doos waarin

het deeltje zich bevindt. Als de doos zich op positie Rθ = R(cos θ, sin θ) bevindt wordt de grondtoestand dus

gegeven door

χRθ
(x, y)|ψθ〉 .

Pas de formule voor γB toe op de situatie dat de doos nu adiabatisch langzaam één keer rond de oorsprong

bewogen wordt op constante afstand, en laat zien dat dan γB = −π.

k) (5 points) Leg uit waarom het resultaat van γB uit opgave j) ook gevonden kan worden door e−2πiŜz/h̄|ψθ=0〉 te

bepalen.

l) (10 points) Laat expliciet zien dat e−2πiŜz/h̄|ψθ=0〉 = eiγB |ψθ=0〉 met γB de bij onderdeel j) berekende Berry

fase, d.w.z., γB = −π.

Appendix — Mogelijk, maar niet noodzakelijk, wilt u gebruik maken van de volgende gegevens.

• Het magneetveld B wordt gegeven door B = ∇ ×A. Voorts geldt dat voor een gesloten pad de lijnintegraal∫
A · d` gegeven wordt door de flux door de oppervlakte omsloten door dit pad.

• Voor S = 1/2 en met betrekking tot de basis {| ↑〉, | ↓〉}, heeft de spinoperator de matrix representatie Ŝ = h̄τ/2,

waarbij τ de Pauli matrices

τx =

(
0 1
1 0

)
, τy =

(
0 −i
i 0

)
, τz =

(
1 0
0 −1

)
. (1)

• In het kanoniek ensemble bij temperatuur T is de verwachtingswaarde van een operator Ô gegeven door

Tr
[
e−Ĥ/(kBT )Ô

]
/Z met Z = Tr

[
e−Ĥ/(kBT )

]
de partitiefunctie. Hier bij is Tr

[
Â
]

het spoor van de opera-

tor Â over de Hilbertruimte.
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