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• Als u een stelling uit het dictaat gebruikt, vermeld dat dan en laat ook expliciet zien dat de
voorwaarden van die stelling vervuld zijn.

• Als u een onderdeel van een opgave niet kunt maken, ga dan toch door met de volgende
onderdelen. U mag daarbij de in eerdere onderdelen verschafte informatie gebruiken.

• Alle vijf opgaven tellen even zwaar.

Opgave 1

a) Bewijs dat er een δ1 > 0 bestaat zodat

‖(x, y)− (1, 2)‖ < δ1 ⇒ y ≥ 1

Uitwerking:
Neem δ1 = 1.
Dan ‖(x, y)− (1, 2)‖ < 1.
Dus |y − 2| ≤

√
(x− 1)2 + (y − 2)2 < 1.

Dus y ≥ 1.

b) Zij δ1 > 0 als in (a). Toon aan dat voor alle (x, y) ∈ R2 met ‖(x, y)− (1, 2)‖ < δ1 geldt:∣∣∣∣xy − 1
2

∣∣∣∣ ≤ |x− 1|+ 1
2 |y − 2|

Uitwerking:∣∣∣x
y −

1
2

∣∣∣ =
∣∣∣ 2x−y

2y

∣∣∣ ≤ 1
2 |2x− y|

= 1
2 |2(x− 1)− (y − 2)| ≤ |x− 1|+ 1

2 |y − 2|

c) Bewijs vanuit de definitie van limiet dat

lim
(x,y)→(1,2)

x

y
=

1
2

Uitwerking:
ε > 0 gegeven, neem δ := min( ε

2 , 1), dan y ≥ 1 en∣∣∣∣xy − 1
2

∣∣∣∣ ≤ |x− 1|+ 1
2 |y − 2| < 3

2
δ ≤ ε

Opgave 2

Bereken de volgende limieten:

a) lim
n→∞

n2 + (−1)nn

n2 + 1
b) lim

x→−1

sin(x + 1)
x2 − 1

Geef daarbij precies aan welke rekenregels u gebruikt.



Uitwerking:

a)

lim
n→∞

(−1)n

n
= 0

(
begrensd door

−1
n

,
1
n

)
lim

n→∞

1
n2

= 0

dus lim
n→∞

1 +
(−1)n

n
= 1 = lim

n→∞1+ 1
n2

dus lim
n→∞

n2 + (−1)nn

n2 + 1
=

1
1

= 1

b)

lim
x→−1

sin(x + 1)
x2 − 1

= lim
x→−1

sin(x + 1)
x + 1

1
x− 1

= 1 · 1
−2

= −1
2

Opgave 3

We beschouwen de verzameling U ⊂ R2 bestaande uit de punten (x, y) ∈ R2 met x2 − y2 > 1 en
x > 0.

a) Bewijs dat U een open deelverzameling van R2 is.
Uitwerking:
Zij f(x, y) = x2 − y2, en g(x, y) = x. Dan U = f−1(]1,∞[) ∩ g−1(]1,∞[). Aangezien U een
volledig origineel is, is U open.

b) Bewijs dat de verzameling L := {(x, 0)|x > 1} gesloten is in U .
Uitwerking:
Zij L′ = {(x, 0)|x ∈ R}.
Dan L = L′ ∩ U , want (x, 0) ∈ L′, x ∈ L : x2 − y2 = x2 > 1 en x > 1, dus x > 1.
L′ is gesloten in R, dus L = L′ ∩ U is gesloten in U .

c) Bepaal de afsluiting Ū van de verzameling U . In dit onderdeel wordt geen bewijs verlangd.
Uitwerking:

Ū = {(x, y)|x2 − y2 ≥ 1, x ≥ 0}

Stel (x, y) : x2 − y2 = 1− ε < 1.
Dan ∀p∈Ū : ∃δ>0 : (x, y) 6∈ B(p, δ), want f continu. Dus (x, y) 6∈ Ū .
Stel nu (x, y) : x2 − y2 = 1, x > 0.
Dan ∀δ>0 : (x + δ

2 , y) ∈ U . Dus (x, y) ∈ Ū .
Dus Ū = {(x, y)|x2 − y2 ≥ 1, x ≥ 0}.

Opgave 4

We definiëren de rij (an)n∈N in R door a0 = 3 en

an+1 = 1
2 (an +

5
an

)

a) Toon aan dat voor alle n ∈ N geldt
√

5 ≤ an+1 ≤ an.
Uitwerking:
We zullen gebruiken dat 1

2 (a + b) ≥
√

ab, dus moeten we dat bewijzen:
1
2 (a + b) ≥

√
ab ⇔ (a + b)2 ≥ 4ab ⇔ a2 + 2ab + b2 ≥ 4ab ⇔

a2 + b2 ≥ 2ab ⇔ (a− b)2 ≥ 0, wat triviaal is.
Nu kunnen we het gevraagde gaan bewijzen:



Stel an > 0.
Dan an+1 = 1

2

(
an + 5

an

)
.

Vanwege de zojuist bewezen stelling is dit ≥
√

an · 5
an

=
√

5.
Dus an+1 > 0.

an+1 = 1
2

(
an + 5

an

)
≤ an

⇔ 1
2 ·

5
an
≤ 1

2an

⇔ 5 ≤ an
2, wat waar is, want an ≥

√
5.

Kortom: ∀n∈N
√

5 ≤ an+1 ≤ an.

b) Toon aan dat de rij (an)n∈N convergeert.
Uitwerking:
De rij is begrensd en monotoon dalend, dus hij heeft een limiet, dus hij convergeert.

c) Bepaal limn→∞ an.
Uitwerking:

a := lim
n→∞

an = lim
n→∞

an+1 = 1
2

(
a +

5
a

)
(want continu)

⇒ a = 1
2

(
a + 5

a

)
⇒ a = ±

√
5 ⇒ a = +

√
5 (want an ≥

√
5).

Opgave 5

Zij (V, d) een metrische ruimte, A een deelverzameling van V , en r > 0 een positief reëel getal.
We definiëren Br als de verzameling van punten x ∈ V waarvoor een punt a ∈ A bestaat zodat
d(x, a) < r.

a) Zij p ∈ Br. Geef de definitie van ‘p is een inwendig punt van Br’.
Uitwerking:
∃δ>0 : Br(p, δ) ⊆ Br

b) Toon aan dat de verzameling Br open in V is.
Uitwerking:
Stel p ∈ Br, dan ∃x∈A : d(x, p) = r′ < r.
Neem δ := r − r′ > 0.
Dan B(p, δ) ⊆ Br, want:
stel q ∈ B(p, δ),
dan d(q, x) ≤ d(q, p) + d(p, x) < δ + r′ = (r − r′) + r′ = r, dus q ∈ Br

We definiëren Cr als de verzameling van punten x ∈ V met de eigenschap dat d(x, a) ≥ r voor
alle x ∈ A.

c) Bewijs dat de verzameling Cr gesloten is in V .
Uitwerking:
Br = {p ∈ V |∃x∈A : d(x, p) < r}
(Br)c = {p ∈ V |∀x∈A : d(x, p) ≥ r} = Cr

Br is open, dus Cr = (Br)c is gesloten.


