UITWERKINGEN TENTAMEN INFI B
16 april 2013, 13.30-16.30

Zet op elk blad dat je inlevert je naam en nummer.

Schrijf op het eerst blad de naam van je werkcollegebegeleider (Wilfred de
Graaf, Jan van Zweeden, Sanjay Ramawadh of Sebastian Klein).

Laat bij elk antwoord zien hoe je er aan bent gekomen.

Het gebruik van een rekenmachine of ander zelf meegebracht materiaal is
niet toegestaan.

Opgave 1 (15 pt)
Beschouw de machtreeks
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Z n(n —1)z"
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(a) Geef de convergentiestraal van deze machtreeks. (5 pt)

R=1/ lim |”+1|(2 pt) =1/1 =1 (3pt)
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(b) Geef een functie f(z) zodat bovenstaande machtreeks de Taylorreeks is
van f(z). (10 pt)
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Opgave 2 (20 pt)
Zij V. C R? het gebied dat begrensd wordt door % + 2y% + (z — 2)2 = 4 en
waarvoor z > 2.

(a) Geef een parametrisatie van V', en het domein van deze parametrisatie, in
termen van bolcodrdinaten (”spherical coordinates”). (5 pt)



x=2pcosfsing, y=+2psinfsing, z=2+2pcos¢ (3pt)

0<f<2r, 0<¢p<m/2, 0<p<1(2pt)
(b) Bereken

T = //xdxdydz, Qz///ydxdydz, 2:///zdxdydz.
1% 1% 1%
)

(15 pt

Wegens anti-symmetrie van x en de symmetrie van V' ten opzichte van het vlak
x=0,is £ =0 (3 pt). Evenzo is § = 0 (3 pt).

,73:///Vzdacdydz:/01/OZW/07r/2(2—|-2pcos¢)4\/§p2sin¢d¢d0dp (4pt)

2 pt aftrek als de Jacobiaan vergeten of niet correct is (1 pt aftrek als alleen de
factor voor de Jacobiaan niet correct is) 1 pt aftrek als een onder- of bovengrens
niet correct is.

1 /2 1 pmr/2
= 16mVv2 </ / 0> sin¢d¢dp+/ / 0’ sin¢cos¢d¢dp>
o Jo o Jo

1 1 22
—167V2 (- +2) = Z2av2 (5pt).
67rf(3+8) 37 (5pt)

1 pt aftrek per rekenfout.

Opgave 3 (20 pt)

Zij E C R? het gebied gedefinieerd door: z, y > 0, 22 +y?> < 2en x > y. De
rand van E noemen we /.

Gegeven is verder het vectorveld

G(z,y) = zy(3z — y)i + 2%(x + y)j
(a) Teken E. (5 pt)

1/8° deel van een cirkel (taartpunt) met straal V2, onder de lijn y = z. 2 pt
aftrek als straal niet correct, 2 pt aftrek als de locatie van de taartpunt niet
correct.



(b) Bereken de lijnintegraal

/G-dr,
K

waarbij K tegen de klok in wordt doorlopen. (15 pt)

Gebruik de stelling van Green:

0Gy  0G,
G-dr:// (—)dmd 5pt
/’C N\ 5y y (5pt)
V2 pm/4
://4xydxdy (2pt) :/ / 4r? cos@sin@r df dr (5pt).
E o Jo

2 pt aftrek als de Jacobiaan vergeten of niet correct is, 1 pt aftrek als een onder-
of bovengrens niet correct is.

V2 pm/4
= / / 2r®sin20dfdr = 1 (3pt).
o Jo

1 pt aftrek per rekenfout.
Alternatieve berekening
Schrijf I = K1 U K3 U K3 en parametriseer:

Ky:r(t)=vV2ti,0<t<1,
Ko = r(t) = vV2cos(t)i+ v2sin(t)j, 0 < t < m/4,

Ks:rt)=1—-t)i+(1-1)],0<t<1.
(meerdere varianten mogelijk)(5 pt)
Bereken

G-dr=0
K1

(2 pt)

K2
(5 pt)
1
G~dr:f/ 4(1 —t)3dt = -1
K:3 0
(2 pt)
Bij elkaar:
G.dr =
K

(1 pt)

w/4 )
G.dr = 4/0 — cos(t) sin®(t)(3 cos(t) —sin(t))+cos® () (cos(t)+sin(t))dt = . ..



Opgave 4 (45 pt)

Zij V C R3 het gebied gedefinieerd door: x, 2 > 0,0<y <lenz+2z < 1. De
rand van V noemen we S, met een naar buiten gerichte normaal. Het gedeelte
van S dat geparametriseerd wordt door r(z,y) = zi+yj+(1—2)k, 0 < z,y <1
noemen we S;. De rand van S; noemen we L. Gegeven is verder het vectorveld

H(z,y,2) = z(x + 2)i + y°j + 2yk
(a) Bereken rechtstreeks de flux van H door S;. (10 pt)

Gebruik de gegeven parametrisatie

- Lot or Or
H.-NdS = (+ Hr(z,y) - [ x ) dzd
A @ [ [ ) (ax 3y) rdy
(4 pt)
1 1 . R R . R
:/ / (xi+y2j+y(1—x)k>-<i+k> da dy
0 0
(3 pt)

Merk op dat hier het teken van N zo gekozen is dat ze overeenkomt met een
naar buiten wijzende normaal (1 pt).

1ol
:/ / r+y(l—z)dedy =3/4.
o Jo

(2 pt)

(b) Bereken de flux van H door &p, door gebruik te maken van de divergen-
tiestelling. (15 pt)

De rand van V bestaat uit vijf vlakken, die we zullen aanduiden als S;, Ss
(y=1),S3 (x=0), Sy (y=0) en S5 (z = 0). De flux van H door S; kan
berekend worden door te gebruiken dat

flux door rand van V= [, divHdV (2 pt)

en:

flux door rand van V= som van de fluxxen door S1, Sz, S3, S4 en S5. Als de
laatste vier fluxxen bekend zijn en de integraal over de divergentie van H, dan
kan daarmee de flux door S; worden berekend. (1 pt)

/H~NdS:/ H-NdS:/ H-NdS =0
83 34 85



(3 pt)
Parame‘griseqr Sy door r(z,y) =2i+1j+2k, 0<2<1,0<z<1—xz (2pt).
Dan is N =j (1 pt) en

1 1—x 1
/H-NdS:// 12dzdm=/(1—x)dx:1/2.
Sa 0 0 0
(2 pt)

Verder is divH = 2z + 3y + z (1 pt) en

1 1 pl-a
/diVHdV:/ / / (2z 4+ 3y + 2z)dzdy dz
% o Jo Jo

= /1 /1(21‘4-39)(1—13)4‘;(1—1‘)2 dydz = /1(2x+3/2)(1—x)+;(1_x)2 dydz = 5/4
0 0 0

(1 pt)
Eindantwoord: flux van H door S;=5/4 —1/2 =3/4 (1 pt).

I:/H~dr
L
(10 pt)

Merk op dat de keuze van een naar buiten gerichte normaal impliceert dat £

tegen de klok in wordt doorlopen (1 pt).

Parametriseer de vier lijnstukken waaruit £ bestaat als:
Ly:r(t)=14+1j,0<t<1,
Lo:r(t)=(1—t)i+j+tk,0<t<1,

Ls:r(t)=(1-0j+k,0<t<1,
Ly:r(t)=ti+(1-t)k,0<t<1.

(1 pt)

(¢) Bereken rechtstreeks

(meerdere varianten mogelijk)(4 pt)
De integralen over deze vier lijnstukken worden:

1
H-dr:/ t2dt = 1/3
£1 0

1
H~dr:/ (=14 26)dt = 0
Lo 0

1
H-dr:—/ (1—t)%dt =—1/3
£3 0

1
H~dr:/ tdt =1/2
Ly 0



(4 pt)
Dus I =1/2 (1 pt).

(d) Bereken I door gebruik te maken van de stelling van Stokes. (10 pt)

Stokes zegt:

/H«dr:/ (Vx H) -NdS
L S

(4 pt)
Er geldt:

V x H = curl H(z,y, 2) = zi +

(1 pt)
Gebruik de gegeven parametrisatie, dan is:

/SI(VXH).NdS(i)/ol/ol(vxﬂ).@;xg;) dz dy

(2 pt)
_/01/01 ((1—:0)1—&—@]) . (I—Ff{) dz dy
(1 pt)

Merk op dat hier het teken van N zo gekozen is dat ze overeenkomt met een
naar buiten wijzende normaal (1 pt).

:/01/01(1—x)dxdy — 1/

(1 pt)



