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• Zet uw naam en collegekaartnummer op elk blad, alsmede het totaal aantal ingeleverde bladzij-
den.

• De verschillende onderdelen van de vraagstukken zijn zoveel als mogelijk is, onafhankelijk van
elkaar. Indien u een bepaald onderdeel niet of slechts ten dele kunt maken, mag u de resultaten
daaruit gebruiken bij het maken van de volgende onderdelen.

• Bij dit tentamen mogen syllabi en/of rekenmachine NIET worden gebruikt.

Exercise0.1(Catenoïde).Wedefiniërencosh��� 1
2

�����	�
������

enverder

���
R2 � R3 door

� � ����� 
 � �
cosh� cos��� cosh� sin ����� 
 �

enwebeschouwenhetoppervlak� � im
� � 


, waarvanzonderbewijs magwordengebruiktdatheteen��� deelvariëteitin R3 vandimensie2 is. (Zeepvliezentussentweeconcentrischeparallellecirkels
hebbendikwijls devormvaneendeelvandit oppervlak.)Zij ��� R� willekeuriggekozen.

Voorgebruikin dit vraagstukherinnerenweaandeformules

sinh ��� 1

2
��� �� � ��� 
 � cosh2 �  sinh2 ��� 1 � cosh2 � � sinh2 ��� cosh2��� 2cosh� sinh �!� sinh2��"

(i) Bewijs datde lengtevandespiraalvormigekromme #%$ �'& � � ����� 
)(*( � (,+ �.- op � gelijk is
aan2/ 2sinh � .

Definieer 0 � R � � R door 0 � � 
 �21 � � � cosh� sinh � 
 .
(ii) Bewijs datdeoppervlaktevandedeelverzameling� $ van � bestaandeuit de 34�5� met

( 3 3
(76 �

gelijk is aan2 0 � � 
 .
Voor �8� R � definiërenwe 9 $;: R3 alsdebegrensdeopendeelverzamelingbegrensddoor � $ ende
tweeschijven <>=$ �2& 38� R3 ( 3 2

1
� 3 2

2
+

cosh2 � � 3 3
�2? �.- "

(iii) Bewijs datvol3
� 9 $ 
 � 0 � � 
 metbehulpvan3-dimensionaleintegratie.

(iv) PasdeDivergentiestellingvanGausstoemet 9 $ enhetvectorveld 0 � R3 � R3 gegevendoor0 � 3 
 � � 3 1
� 3 2
� 0
 , enverklaarzodoendederelatietussenderesultatenuit deonderdelen(ii) en

(iii).

Exercise0.2(Golfoperator). Wedefiniërendeopensector@ in R2 endedifferentiaaloperatorA op
R2, respectievelijk, door

@ �2& � 3 1
� 3 2

 � R�CB R

(D( 3 2
(76 3 1 - � A � <

2
1

 < 2
2
�

1

Dit tentamen is in elektronische vorm beschikbaar gemaakt door de TBC van A–Eskwadraat.
A–Eskwadraat kan niet aansprakelijk worden gesteld voor de gevolgen van eventuele fouten
in dit tentamen.
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enzij verder
�E�

R2 � R eenwillekeurige� � functiemetcompactedrager. Op tweeverschillende
manierenzullenwedevolgendeidentiteitbewijzen:��FG
 H A � � 3 
�I 3 � 2

� �
0

 "

DefinieervoordeeerstemanierJK� Mat
�
2 � R 
 door J � 1

/ 2

1 1 
1 1

.

(i) Bewijs dat JK� SO
�
2 � R 
 entoonaandat J derotatiein R2 omdeoorsprongoverdehoek

 ML
4

is. Leid hieruit af dat J �
R2 � R2 een� � diffeomorfismeis metdeeigenschap@ � J �ON.


indien
N � R2� . Toonaandat

< J �QP7
 � J enberekendet
< J �QP7
 , vooralle

P � R2.

(ii) Schrijf
�4R J � �'�

R2 � R en bewijs middelsde kettingregel de volgendeidentiteit van
afbeeldingenvanR2 naarLin

�
R � R2 
 :<

1
�<

2
� �

<
1
�<

2
� R J � J

<
1
�<

2
� S enconcludeer

<UT � � 1

/ 2
(
�  

1

 T � 1

<
1
� <

2)
� �

1
+WV�+

2

 "

Pasnudelaatstgenoemdeidentiteittoemet
�

vervangendoor
<UT �

, met1
+WV�+

2respectievelijk,
enbewijs � A � 
 R J � 2

<
1

<
2
� "

Welkestellingis nodigbij hetbewijs vandelaatsteidentiteit?

(iii) Toonnuaanm.b.v. deonderdelen(i) en(ii) alsmededeHoofdstellingvandeIntegraalrekening
datdeidentiteit in

�QF�

geldt.

In denuvolgendeonderdelen(v) tot enmet(vii) gevenweeentweede,onafhankelijk, bewijs van
�QF�


middelsdeIntegraalstellingvanGreen.Beschouwhiertoehetvectorveld

0 �YX grad
� � <

2
�<

1
� �

R2 � R2 � met XZ� 0 1
1 0

� Mat
�
2 � R 
 "

(iv) Bewijs deidentiteitcurl 0 � A � vanfunctiesopR2.

(v) Verifieerdateenpositieveparametrisering
P �

R � [ @ wordtgegevendoor

P\� � 
 � sgn
� � 
 � � � � � R


 �
waarbijsgndetekenfunctieis. Toonvervolgensaan< P\� � 
 � sgn

� � 
 
1

en X < P\� � 
 �  
sgn

� � 
 < P\� � 
 � � � R ] & 0- 
 �
enconcludeermetdekettingregel 

sgn
� � 
 I*� �^R P7
I � � � 
 �'_ 0 R P � < P7`a� � 
 � � � R ] & 0- 
 "

(vi) Gebruikdecompactheidvandedragervan
�

om aante tonendatdeidentiteituit deIntegraal-
stellingvanGreengeldig is voor deonbegrensdeopenverzameling@ enhetvectorveld 0 , en
concludeermetbehulpvandezeidentiteitalsmededeonderdelen(v) en(vi) dat

�QF�

volgt.
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Solution of Exercise0.1

(i) For � � R and b � � 
 � � � � �c��� 
 � �
cosh� cos��� cosh� sin ����� 
 , wehave< b � � 
 � �

sinh � cos�  cosh� sin ��� sinh � sin � � cosh� cos�c� 1
 �d < b � � 
 d 2 � sinh2 � � cosh2 � � 1 � sinh2 � � cosh2 � � cosh2 �  sinh2 �!� 2cosh2 �c"
Thereforethedesiredlengthis givenby

/ 2
$
� $ cosh� I �!� 2/ 2 e sinh �gf $0 � 2/ 2sinh � "

(ii) Wehave thefollowing equalitiesof vectors,evaluatedat thepoint
� ����� 
 � R2,

[ �[ � �
sinh � cos�
sinh � sin �

1

� [ �[ � �
 

cosh� sin �
cosh� cos�

0

� [ �[ � B [
�
[ � �  

cosh� cos�
sin � 

sinh �
�

hence
[ �[ � B [

�
[ � � ����� 
 � cosh� 1

�
sinh2 ��� cosh2 ��"

Now

2
$

0
cosh2 � I ��� $

0

�
1
�

cosh2� 
�I ��� e � � 1

2
sinh2�gf $0 � � � cosh� sinh � "

Note that
�

is not an embeddingwith imageequalto �h$ , but that we canmake it so,up to a
negligible set,by restricting

�
to thesubset]

 � � � [ B ]
 1i��1 [ of R2. Thisgives

area
� � $ 
 � 2

L
� L

$
0

[ �[ � B [
�
[ � � ����� 
jI � I �*� 41 $

0
cosh2 � I �!� 2 0 � � 
 "

(iii) Introducecylindrical coordinates3 � J �Qk ���a��� 
 � ��k
cos��� k sin ����� 
 in R3; thenit is a well-

known computationthat
(
det

< J �Qk ������� 
a( � k . Applying theChangeof VariablesTheoremand
thecomputationof thedefiniteintegral of cosh2 from part(ii) weget

vol3
� 9 $ 
 � 2

$
0

L
� L

cosh�
0

k\I	k\I � I ��� 21 $
0

cosh2 � I �!� 0 � � 
 "

(iv) Gauss’DivergenceTheoremasserts

lnm div 0 � 3 
�I 3 � o m _ 0 ��p `a�QP7
�I 2
P;� = q�rm _ 0 ��p `a��P7
�I 2

P "
Now div 0 � 2. Furthermore,for

P �E� $ , we obtain from the computationof the exterior
productandits normin part(ii), insertingaminussignbecauseweneedtheouternormal,

_ 0 ��p `a�QP7
 � cosh� cos�
cosh� sin �

0

� 1

cosh�
cos�
sin � 

sinh �
� 1 "

And finally p �QP7
 �Y? �
3 implies _ 0 ��p `a�QP7
 � 0, for all

P � < =$ . As aconsequenceweobtainon
thestrengthof part(ii)

2vol3
� 9 $ 
 � area

� � $ 
 � 2 0 � � 
 "

3
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Solution of Exercise0.2

(i) Wehave

J^s�J � 1

2
1

 
1

1 1
1 1 
1 1

�Yt and det J � 1

2
�
1
�

1

 � 1 "

Accordingly JK� SO
�
2 � R 
 andthereforeit is of theform

cosu  
sin u

sin u cosu , thatis, cosu � 
sin u � 1

2 / 2, henceu �  ML
4 . In particular, JK� Aut

�
R2 
 , which impliesthat J �

R2 � R2

is a � � diffeomorphism.
< J �QP7
 � J follows from Jv� End

�
R2 
 , andsodet

< J �QP7
 � 1, for
all
P � R2.

(ii) Thechainrule, transpositionandtheorthogonalityof J , successively, imply< � �^R J 
 � � < � 
 R J < J � �xw grad
� � � < J 
 s � grad

� 
 R J �
�xw grad

� � �
grad

� 
 R J � (
� < J 
 s )� 1 grad

� � J grad
� "

As aconsequenceweobtain,for 1
+WV�+

2,

<
2
T � � 1

/ 2
(
�  

1

 T � 1

<
1
� <

2)
< T � � 1

2
(
�  

1

 T � 1

<
1
� <

2)2 � �
�xw � A � 
 R J � 1

2
(
� <

1
� <

2

 2  �  <

1
� <

2

 2)� � 2

<
1

<
2
� �

whereweusedTheorem2.7.2on theequalityof mixedpartialderivatives.

(iii) In fact,theChangeof VariablesTheorem6.6.1andTheorem6.4.5imply

H A � � 3 
�I 3 � y	z|{�} A � � 3 
�I 3 � { � A � 
 R J �QP7
g( det
< J �QP7
a(~IjP

� 2
R � R �

<
1
� <

2
� 
g��P

1
� P

2

�IjP

1
IjP

2
�  

2
R�
<

2
� �

0 � P 2

�IjP

2

� 2
� �

0

 � 2

�
(
� J � 0
 ) � 2

� �
0

 "

(iv) In thenotationof Formula(8.21)andLemma8.3.10.(iii)wehave

X�� 0 1
1 0

� 0
 

1
1 0

1 0
0

 
1

�'� "
Since � � SO

�
2 � R 


curl 0 � div
� � sO0 
 � div

� � s � grad
� 
 � div

�
grad

� 
 � � < 2
1

 < 2
2

 � � A � "
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(v) Differentiationgivestheformulafor
< P\� � 
 uponnoticingthatsgnis alocally constantfunction.p ( P\� � 
 ) �  1

sgn
� � 
 , andaccordingly

det
� p R P4( < P7
a� � 
 �  

1 sgn
� � 
 

sgn
� � 
  

1
� 2 � 0 "

Therefore
P �

R � [ @ is apositiveparametrization.Wehave

X < P\� � 
 �  
1

sgn
� � 
 �  

sgn
� � 
 sgn

� � 
 
1

�  
sgn

� � 
 < P\� � 
 "
Wenow obtainby meansof thechainruleand X s �YX , for � � R ] & 0- ,I,� ��R PD
I � � � 
 � < �

(
P,� � 
 ) < P\� � 
 �  

sgn
� � 
 _ grad

�
(
P\� � 
 ) ��X < P\� � 
�`

�  
sgn

� � 
 _ � X grad
� 
 R P\� � 
 � < P\� � 
�` �  

sgn
� � 
 _ 0 R P � < P!`a� � 
 "

(vi) On thebasisof Green’s IntegralTheorem8.3.5andthecompactsupportof
�

wefind

H A � � 3 
�I 3 � H
curl 0 � 3 
�I 3 � � H _ 0 �QP7
 � I 1

P�` �
R

_ 0 R P � < P�`a� � 
jI �
�  

sgn
� � 


R

I*� �^R P7
I � � � 
�I ��� 0

� �
I,� ��R P7
I � � � 
�I �

 �
0

I*� ��R P7
I � � � 
�I ��� �
(
P\�

0


)
 

(
 �

(
P,�

0


)) � 2

� �
0

 "
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