DIT TENTAMEN IS IN ELEKTRONISCHE VORM BESCHIKBAAR GEMAAKT DOOR DE 7BC VAN A—ESKWADRAAT.
A-ESKWADRAAT KAN NIET AANSPRAKELIJK WORDEN GESTELD VOOR DE GEVOLGEN VAN EVENTUELE FOUTEN
IN DIT TENTAMEN.
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« Zet uw naam en collegekaartnummer op ek blad, alsmede het totaal aantal ingeleverde bladzj-
den.

 De verschillende onderdelen van de vraagstukken zijn zoveel als mogelijk is, onafhankelijk van
elkaar. Indien u een bepaald onderdeel niet of slechts ten dele kunt maken, mag u de resultaten
daaruit gebruiken bij het maken van de volgende onderdel en.

* Bij dit tentamen mogen syllabi en/of rekenmachine NIET worden gebruikt.

Exercise0.1(Catenoide). We definiérencoshs = %(es + e~*) enverder
¢:R?>—> R3 door ¢ (s, t) = (coshs cost, coshs sint, s),

enwebeschouwehetoppervliakC = im(¢), waananzonderbewijs magwordengebruiktdatheteen
C*> deehariéteitin R® vandimensie2 is. (Zeepvliezertussentwee concentrischgarallellecirkels
hebberdikwijls devormvaneendeelvandit opperviak.)Zij a € R willekeuriggekozen.

Voor gebruikin dit vraagstukherinnererwe aandeformules

1
sinhs = E(es—e*), cosifs—sini?s =1, coslf s+sintfs = cosh2s, 2coshs sinhs = sinh2s.

(i) Bewijs datdelengtevande spiraahormigekrommek, = {¢(s,s) | |s| < a} op C gelijk is
aan2+v/2sinha.

Definieerf : R, — R door f(a) = 7 (a 4+ cosha sinha).

(i) Bewijs datdeopperviakteszandedeeherzameling”, vanC bestaandsitdex € C met|x3| < a
gelijk isaan2f (a).

Voora € R, definiérerwe ©, c R® alsdebegrensdependeeherzamelingoegrensddoor C, ende
tweeschijven
D¥ ={x e R®|x? 4+ x3 < coslfa, x3=+a}.

(iii) Bewijs datvolz(£2,) = f(a) metbehulpvan3-dimensionaléntegratie.

(iv) PasdeDivergentiestellingran Gaussoemet$2, enhetvectoneld 7 : R® — R® gegevendoor
f(x) = (x1, x2, 0), enverklaarzodoendelerelatietusserderesultatenuit deonderdelerii) en

(iii).
Exercise0.2 (Golfoperator). We definiérenrde opensectortU in R? endedifferentiaaloperatdr] op
R?, respectigelijk, door
U={(x1,x2) € Ry xR |[x2] <x1}, O = D? - D3,

1
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enzij verderg : R? — R eenwillekeurigeC> functie metcompactedrager Op tweeverschillende
maniererzullenwe devolgendeidentiteitbewijzen:

) fUqu(x)dx — 2$(0).

. . 1
Definieervoor deeerstemanier¥ € Mat(2, R) doorv = —( 11 )

J2\ -1 1
(i) Bewijs dat¥ € SO(2, R) entoonaandatW¥ derotatiein R om deoorsprongoverdehoek—7
is. Leid hieruitaf datw : R? — R? eenC> diffeomorfismeds metde eigenschap/ = W (V)
indienV = R2. Toonaandat DV (y) = ¥ enberelendetDW (y), vooralley € R

(iiy Schrijffp o ¥ = $é: R2 > Ren bewijs middelsde kettingregel de volgendeidentiteit van
afbeeldingervanR? naarLin(R, R?):

)= oV =Wy o E enconcludeer
D¢ Da¢ Da¢

—~ 1 _ ~ .
Di¢p = ﬁ((—l)'71D1 + D2)¢ 1l<i<?2.
Pasnudelaatstgenoemddentiteittoemety vervangerdoorD; ¢, metl < i < 2respectigelijk,

enbewijs N
(D ¢) oV = 2D1D2¢.
Welke stellingis nodigbij hetbewijs vandelaatstedentiteit?

(i) Toonnuaanm.hv. deonderdeleri) en(ii) alsmedale Hoofdstellingvande Integraalrelening
datdeidentiteitin (x) geldt.

In denuvolgendeonderdeler{v) tot enmet(vii) gevenwe eentweede pnafhanlelijk, bewijs van (x)
middelsde Integraalstellingvan Green.Beschouwhiertoehetvectoneld

f=Sgrad¢=<lD)i$>:R2—>R2, met S=<gé>eMat(2,R).

(iv) Bewijs deidentiteitcurl f = [1¢ vanfunctiesop R2.

(v) Verifieerdateenpositieve parametrisering : R — dU wordtgegevendoor
S
yo =) er),

waarbijsgndetekenfunctieis. Toonverwlgensaan

D)= (") en  SDy)=-sgno)Dyis) < €R\(O).
enconcludeemetdekettingregel
d(¢ o
— sgn(s) (@0 (s)=(foy, Dy)s)  (se€R\{0}.

ds

(vi) Gebruikdecompactheidvandedragervan¢ om aante tonendatdeidentiteituit de Integraal-
stellingvan Greengeldigis voor de onbayrensdeopenverzamelinglU enhetvectoneld £, en
concludeemetbehulpvandezeidentiteitalsmedede onderdeler{v) en(vi) dat(x) volgt.



Solution of Exercise0.1
(i) Fors e Randy (s) := ¢(s,s) = (coshs coss, coshs sins, s), we have
Dy (s) = (sinhs coss — coshs sins, sinhs sins + coshs coss, 1),
| DV (5)]|2 = sintf s + costf s + 1 = sintf s + costt s + costf s — sintf s = 2cosif s.
Thereforethedesiredengthis givenby

V2 | coshsds = 2v/2[sinhs]4 = 2v/2sinha.

—a

(i) We have thefollowing equalitiesof vectors evaluatedat the point (s, 1) € R?,

sinhs cost — coshs sint cost

0 . . 0 d ) )
a—¢ = sinhs sint |, a—¢ = coshscost |, a—(p 8¢ — coshs sint
§ 1 ! 0 § ! —sinhs

0
hence ‘ = x 9
ot

(s, t) = coshsv' 1+ sint?s = cosif s.

Now
a a 1
Zf costt s ds = / (1+ cosh2s)ds = [s + > sinh2s]4 = a + cosha sinha.
0 0

Note that ¢ is not an embeddingwith imageequalto C,, but thatwe canmake it so,up to a
negligible set,by restrictinge to thesubseﬂ —a,a[ x]—m, [ of R Thisgives

aregC,) = 2/ /

(i) Introducecylindrical coordinatest = W(r, t,s) = (r cost, r sint, s) in R3; thenit is a well-
knowvn computatiorthat| detDW (r, ¢, s)| = r. Applying the Changeof VariablesTheoremand
the computatiorof the definiteintegral of costt from part (i) we get

a pm coshs a
vol3(2,) = 2/ / / rdrdtds = 271/ costf s ds = f(a).
o J-=Jo 0

o)
_X_

(s,t)dsdt = / costtsds = 2f(a).

0

(iv) Gauss’DivergenceTheoremasserts
f div f (x) dx = f (f.v) () day + ) / S () day.
Qll C(I i Du

Now div f = 2. Furthermorefor y € C,, we obtainfrom the computationof the exterior
productandits normin part(ii), insertinga minussignbecauseve needthe outernormal,

coshs cost 1 cost
(fLimy) = < coshs sint s sint > =1
0 COShs \ _ ginhy

And finally v(y) = tez implies(f, v)(y) = 0, for all y € DZ. As aconsequencere obtainon
the strengthof part(ii)

2vol3(2,) = aredC,) = 2f(a).

)



Solution of Exercise0.2

(i) Wehave

w’w:%(i _D(_i 1):1 and deth:%(1+1)=1.

Accordingly ¥ € SO(2, R) andthereforeit is of theform ( Z?;Z _:cl)r;z ) thatis, cosa =

—sina = 3+/2, hencex = —Z. In particular ¥ € Aut(R?), whichimpliesthat¥ : R — R?

is aC* diffeomorphism.DW¥ (y) = W followsfrom ¥ € End(R?), andsodetDW (y) = 1, for
all y e R?.

(i) Thechainrule,transpositiorandthe orthogonalityof W, successiely, imply

D(¢poW) = (Dp)o W DV, => gradp = (DW)' (gradg) o ¥,

=  gradg = (gradg) o W = ((DW)") 1 gradé = W grade.

As aconsequencee obtain,for 1 <i < 2,

~ 1 , ~ 1 ‘ ~
D = Z5((-1/7'Dy+ D)Dig = 5((=1'7"Dy + D,)*¢.
1 ~ ~
= (O¢)o ¥ = S((D1+ Dy)* = (=D1+ D2)°)p = 2D1 D29,
wherewe usedTheorem2.7.2on the equalityof mixed partialderivatives.

(iii) Infact,the Changeof VariablesTheorem6.6.1andTheorem6.4.5imply

/D¢<x>dx=/ D¢<x>dx=f(D¢>o\IJ<y)|detDW(y>|dy
U w(V) 14

= 2/ / D1(D2$)(y1, y2) dyrdys = —2/ D2 (0, y2) dy,

= 26(0) = 2¢((¥(0)) = 2¢(0).

(iv) Inthenotationof Formula(8.21)andLemma8.3.10.(iii)) we have
01 0 -1 1 0 —
s=(1 0)=(1 0)o 1)=7"
SinceJ € SO(2, R)

curl f = div(J' f) = div(J' Jgrade) = div(gradp) = (D? — D3)¢ = [ ¢.



(v) Differentiationgivestheformulafor Dy(s) uponnoticingthatsgnis alocally constanfunction.

v(y(s)) = —( sg:(s) ) andaccordingly

1
detw o y | Dy)(s) = | Sgts) ( —2-0.

—sgnis) -1
Thereforey : R — 9U is apositive parametrizationWe have
_ -1 _ sgnis) \ _ 7
SDYS) = ggnsy ) =590 ( "7 ) = —sgns) Dy,
We now obtainby meansof thechainruleandS” = S, for s € R \ {0},
d(¢@oy)

() = D¢(y($))Dy(s) = —sgnis)(grad ¢(y(s)), SDy(s))
= —sgn(s)((Sgrade) o y(s), Dy(s)) = —sgn(s)( f oy, Dy)(s).

ds

(vi) Onthebasisof Greens Integral Theorem8.3.5andthe compactsupportof ¢ we find

/D¢<x>dx =/curlf<x>dx=f <f<y>,d1y>=/<foy,Dy><s>ds
U U U R

, 0 Jiheo
:—sgn(s)fRd(‘p”)(s)ds:/ d(d; Y (5 ds

ds 0 s

d@oy
_/O (q;s 2 (5)ds = p(y(0) — (- ¢(y(0)) = 2¢(0).



