Tentamen Numerieke Wiskunde (WISB251)

Maak één opgave per vel en schrijf op ieder vel duidelijk je naam en studentnummer. Laat duidelijk zien
hoe je aan de antwoorden komt. Onderstaande formules en stellingen mag je zonder bewijs gebruiken. Succes!

Handige formules en notatie

e Gedeelde differenties (zg < 1 < ... < T,)

flzil = f(zi),  flwi o)) = wv flai, g, op] = f[xj’(ifi :j;[;c“x]]
(n)
f[:EOa"'axn] = f n'(g)a 5 S [mO;xn}'
o Interpolatie
n—1
pn(w) = floo] + flzo, v1](x — w0) + ... + fl2o, 71, ... T4] H (x —x;),
i=0

en(z) = f(x) — pn(z) = flxo, 21, .., Tn, 2] H(m — ;).

=0

o Integratie

f"(€)
24

b 1
[ #@)de = 06— a)(s(@) + 1)/2 - )

o Middelwaardestelling: Gegeven continue functies f en w waarbij w niet van teken wisselt op het interval
[a,b], dan is er een £ € [a, b] waarvoor:

(b—a)® (midpuntregel),

b
[ #@)do= G- a)((a+ by +

(b—a)® (trapeziumregel).

b b
[ f@u@ s = @) [(wtw)az,
e Inverse van een 2 X 2 matrix

fa b o1 d —b
A*<c d)’ A 7ad—bc<—c a)’

Tpy1 = g(xp),

e Vastepuntstelling: De iteratie

met zg € [a, b] convergeert naar een vast punt z, € [a,b] als |¢'| < 1 op [a, b]. Als bovendien ¢'(z,) =0,
dan convergeert de iteratie kwadratisch.
e Vastepuntiteratie voor lineare stelsels: De iteratie

Xp4+1 = X + M(b - Axk),

convergeert als de spectrale radius van I — M A kleiner dan 1 is, oftewel p(I — M A) < 1.



2 pt. vraag1- niet-lineare vergelijkingen Om een vast punt van g te vinden kunnen we de methode van Lemaréchal

gebruiken
Tiy1 = axp + (1 — a)g(a).
a) Neem aan dat —L < ¢'(x) < 0 en laat zien dat deze methode convergeert naar een vast punt van g
voor o € (f—i, )
antwoord
o Laat zien dat een vast punt van g, (z) = az + (1 — a)g(z) een vast punt van g(x) is.
o De iteratie convergeert als |g/, (z)| < 1.
e Wehebben g/, (z) = a + (1 — «)¢'(x), dus convergentie als (L —1)/(L+ 1) <a < 1.
b) Geef de waarde voor « waarvoor de methode het snelst convergeert wanneer ¢'(z) = —L.

antwoord

o Voor snelle convergentie willen we |g/, (x)| zo klein mogelijk (= 0).
e Wevindena=L/(L+1).

2 pt. vraag 2 - Interpolatie We willen de functie f(¢) = 27" cos(wt) benaderen op het interval [0, 27].

a) Stel een tweedegraads interpolerend polynoom, p, op met als steunpunten {0, 1, 2}.

antwoord

e Met behulp van Lagrange polynomen:

z—1)(x—2 r(r —2 r(r—1
pla) = EEZD) gy T2 gy 20U gy
2 2 2 9 o 21
=(2*—=3x+2)/2+ (x* —22)/2+ (2* —2)/8 = g% —§x+1.
b) Geef een bovengrens voor de fout | f(¢) —p(t)| (je mag de benodigde eigenschappen van f afschatten

als een constante M)

antwoord

o De fout is gegeven door
e(r) = f[0,1,2,z]z(x — 1)(z — 2).

o Wevervangen f[0,1,2,z] = f”;(g)

o Schat de derde afgeleide af | f"(£)| < M

e extremum van ¢(z) = z(z — 1)(z —2): ¢'(x) = (z — D)z —2)+z(z—1)+2(x—2)=0
geeft 322 — 62 + 2 = 0 met nulpunten 1 & /1/3.

e dus [6(x)] < max{l(1 +v/173)], [(1 — VIB)} = 5%5.

~—
w

3 pt. Vraag 3 - Integratie We willen de volgende integraal benaderen

b
I= / f(z)dz,
waarbij f'(x) > 0. We gebruiken een kwadratuurregel van de vorm
lo = (b=a)(af(a) + (1= a)f(b)).
2



a) Laat zien dat de fout voor o = 0 en o = 1 is gegeven door

/(&)

I—Ip= " (b—a)?,

en

waarbij &o, &1 € [a, b].

antwoord

o We stellen een interpolerend polynoom op : f(z) = fla] + fla,z](x — a)

» Fout is gegeven door I — I = ]; fla,z](z — a)dx

e (x — a) verandert niet van teken; I — Iy = f]a, ] f;(x —a)da.

o Met fla,&] = f'(&) en f;(x —a)dz = (b — a)?/2 krijgen we het gewenste resultaat

b) Laat zien dat de twee benaderingen voor @ = 0 en a = 1 een boven- en ondergrens geven:
Iy <I< L.

antwoord

o Omdat f'(z) > 0 krijgen we dat I — I > 0 ofwel I > I,.
e Op dezelfde manier vinden we dat I — I; < 0 ofwel I < I;.

) Laat zien dat we de fout voor a = 3 als volgt kunnen afschatten: |I; /5 — I| < (I; — Io)/2.

antwoord

o Weziendat I ) = (Ip+11)/2dus I /o — [ = (Io + I1)/2 — I.
o Gebruikmakend van Iy < I < I krijgenwe (lo+11)/2—1; < (lo+11)/2—1 < (Ip+11)/2—1
o ofwel (I() — Il)/Q < Il/2 -I< (Il — Io)/2, dus |Il/2 - I| < (Il — Io)/2

(2.0.Z2.)



3pt. vraag 4 - differentiaalvergelijkingen We bekijken de volgende methode om een differentiaalvergelijking

u'(t)

f(u(t)) op te lossen

Upy2 = Unt1 + At (af (Uns1) + Bf(Un)),

met « + 5 = 1 en waarbij u,, een benadering is van u(nAt).

a)

b)

Laat zien dat de truncatiefout is gegeven door
u(nAt) —u, = AAL* + O(AL?),

en geef een uitdrukking voor A.

antwoord

o Taylor expansie van de oplossing
2

e  Schrijf nu als
2

en vervang Su’(t + At) door zijn Taylorserie

ofwel

We vinden dus A = Bu”(t + At) + Su/(t + At).

uw(t+2At) = u(t+At)+aAtu (t+At)+BAL (u’(t) + Atu” (t + At)

/ At 1 AtB "
u(t +288) = u(t + At) + At/ (¢ + At) + - (t + At) + = —u"'(7).

o Nog een Taylor van v/ (t) = v/(t + At) — Atu" (t + At) + ATt2u”’(7')

A3

A
wlt+ 208) = u(t + At) + (a+ B)At ( + At) + Ttu”(t A0+ Su(7),

At? At?

2

w(t+2At) = u(t+At)+aAt f(u(t+At))+BALf (u(t))+At? (ﬂu”(t + At) + %u"(t + At)) —BA3Y" (1

— 7UH/(T))+Tull(t+At)+éELU/N

Bepaal de waarde van « en 3 waarvoor de methode van orde 2 is.

antwoord

e Wewillendat A=0
« met behulp van het vorige antwoord vinden we o = 2, 8 = —

el

Bepaal het stabiliteitsgebied van de methode voor o = 1.

antwoord

o Pastoe op u/(t) = Au(t)
] Un+2 = Up41 + At)\un+1

o stabiel als |1 + At < 1.




