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Opgave 1

a) Juist. Elke eindigdimensionale lineaire ruimte is volledig (alle normen
zijn equivalent met Euclidische norm). V' is dus een Banachruimte, dus
een convergent rijtje van elementen uit V' convergeert naar een element
uit V.

b) Niet juist. Neem bijvoorbeeld f(x) =1/x.
c) Niet juist. Bekijk de functie f(z) = ¢ > 0.
Opgave 2

a) Een voorbeeld is de functie die gelijk 2n is op het interval [5-, £] en 0
elders. Het is makkelijk na te gaan dat deze rij functies aan de eisen

voldoet.

b) Een voorbeeld is de functie die overal gelijk is aan 0 behalve in n punt
daar is hij v/n. Het is makkelijk na te gaan dat deze rij functies aan de
eisen voldoet.

c) Stel de rij functies 7, : £* — (2, gedefinieerd door x — z,e,. De eisen
zijn makkelijk te controleren.

d) Stel K = {{ay,...} € Plagm, = 0 VYm € N} (dus alle even posities
hebben waarde 0). K+ is dan de verzameling van waarden die op
alle oneven posities de waarde 0 hebben. Beide verzamelingen hebben
oneindige dimensie.

Opgave 3

We weten dat [—, 7] compact is, dus geldt dat C([—m,7]) C L*([—,7]).
Voor elke f(z) € L*([—m,7]) weten we dat we het op de volgende manier
kunnen schrijven: f(z) = a4+ Y, ybncos(nz) + >, o cnsin(ne).

Via [ f(z)dz = 0volgt a = 0, dus f(z) = >, o bn cos(naz)+_, c Cn sin(nz).
Er geldt:

1113 = [ 1f(@)Pda = 30 1bul® + X |eal®

1



Voor de afgeleide van f(x) geldt dat we sommatie en differentiatie mogen
verwisselen: f'(xz) = — > nb,sin(nx) + > ne, cos(nz). Voor de norm geldt
dan nu het volgende: ||f'(2)||3 = [nb,]? + > |nc,|?

Voor n € N geldt de termsgewijze ongelijkheid |a,| + |b,| < n(|an| + |ba]),
alleen voor n = 1 geldt er gelijkheid. Hieruit volgt dat de sommaties de-
zelfde ongelijkheid vertonen, wat voor de norm het volgende gevolg heeft:
£l < [1f']]2-

We merken op onze termsgewijze afschatting, alleen gelijkheid geeft voor
n = 1, wat direct de laatste uitspraak bewijst.

Opgave 4

A.

co € [*° en [* is een Banachruimte. Het enige wat we dus nog moeten be-
wijzen is dat ¢y gesloten is.

Laat {a"} = {a',a? ...} een rij met a” € ¢y voor alle n € N, zodanig dat
hij convergeert naar a € [*°, dus a is een limietpunt van ¢y. We moeten nu
bewijzen dat a € .

Nu volgt uit de definitie van ¢y de volgende eigenschap (1):

Vn,Ve > 0,3N,, zodanig dat k > N,, = |a}| < ¢

En uit het feit dat a de limiet is volgt eigenschap (2):

Ve > 0,3M zodanig dat n > M = ||a" — a||« < €

Doordat het een supremumnorm betreft volgt dat

Ve > 0,3M,VYn > M,Vk > 1,= |a} — ai| < ||a" — al|w < €

Nu moet bewezen worden Ve > 0,3K > 0 zodanig dat k > K = |ax| < €,
wat equivalent is met a € ¢

Uit eigenschap 2 kiezen we M € N groot genoeg, zodat n > M = |a} —ay| <
¢ (dit geldt voor alle k € N).

Uit eigenschap 1 kiezen we nu voor n = M de waarde Nj; groot genoeg,
zodat k > Ny = |af| < §

Neem nu K = Ny en n = M, zoals hierboven gedefinieerd, dan volgt dat
voor k > K:

lag| = |ax + aff —a)!| S |adf —ap| +]af | < S+ 5 =€
B.

Definieer A = > |\,| < oo en de functie:

f:cg— R

f: {an} — > \an



We moeten aantonen dat f begrensd is en berekenen wat || f|| is.

[F(@)] =122 Anan] = D2 [Anllan] < [lan]ecA

Dan volgt || f|| = supjja|j.=1]|f(a)|| = A en zodanig is f dus begrensd. Sterker
nog we hebben een bovengrens voor || f||.

We gaan nu een rij a” C ¢g met ||a,||c = 1 vinden. We tonen aan dat
de limiet lim,_,~.a™ = a. Dan hebben we ||f(a)|| = A en aangezien dit een
ondergrens geeft, volgt dan dat || f|| = A.

Nu a}f = sign(Ag) voor k < n, anders 0. (hierdoor zitten de elementen in cy).
De rij convergeert duidelijk naar ay = sign(\x)Vk, welke in [* zit en doordat
¢o een Banachruimte is, volgt dat a € c¢y.

(@) = |2 Msign(w)l = | £ wll = Ml = A en aangezien [[alluo = 1,
hebben we exact wat we zochten. Het volgt dus dat ||f|| = A.

Opgave 5

Zij 0 < a < 1 en definiéer de ruimte Cy([a,b]) van functies u : [a,b] — R
waarvoor een constante 0 < k < oo bestaat zodanig dat |u(x) — u(y)| <
k|lx — y|*, voor alle x,y € [a,b]. Voor elke u € C,([a,b]) definiéer

|lu|| = sup |u(z)] +SHPM
w€la,b] oty T =Y
(a) Laat zien dat (Cy([a,b]), || - ||) een genormeerde ruimte is.

Bewigs. Eerst laten we zien dat (Cy([a, b]), ||-||) een vectorruimte is. Merk
daarvoor op dat C, C C([a,b]). Zij immers € > 0 en kies

1/a

0=
2k

Dan geldt voor alle = € B(y,0) dat
u(z) — u(y)| < ko —y|* < ké < g <e
Duidelijk 0 € (Cy([a,b]), ]| - ||). Verder voor u,v € Cy, A € R
|(ut-20) (2)+(utAv) (y)] < u(z)—u(y) [+ o(z)=ro(y)| < k(1) |z—y[

en dus u + \v € C,.



We laten zien dat || - || een norm is. We weten dat || - ||« een norm is.
Merk op dat 0 < supm;,,éyM < k, dus ||u| > 0. Zij ||u|]| = 0 dan

lz—y[*
||l = 0 en dus w = 0. De andere kant op is triviaal. |[Au|| = A||u||

omdat: sup AA = Asup A. De driehoeksongelijkheid:

|(u+0)(z) = (u+v)(y)]

lutoll = llu+t vl +sup .
a#y [z =yl
u(x) —uly) + |vix) — vy
<l + ol + sup 142 = 5L+ @) =)
TFY ’SL’—’y’
u(z) — uly v(x) —v(y
= o + ol + sup D=2 [0(2) = 00
sty T =Yl sty T =Y
= Jlull + vl
O]
Laat zien dat (C,([a,b]), ] - ||) een Banachruimte is.

Bewijs. Zij {f.} een Cauchyrij in C,. Dan is Vn,m € N

en dus {f,} een Cauchyrij ten opzichte van || - ||oo. Dus, omdat C([a, b])
volledig is ten opzichte van de supnorm, bestaat er een f die continu
is zodat lim,,_,, f,, uniform naar f convergeert ten opzichte van || - || .
Claim: f € C,. Voor alle n > N voor groot N groot genoeg:

[f(z) = f)l < 1f(x) = ful@) + fulz) = fuly) + fuly) = F(y)] (1)
< 2fa = flloo + [ ful2) = fa(y)] (2)
< e+ |ZL’ o y|a sup ’fn<v> _ fn(z)’ (3)
vtz v —z[®
Omdat {f,} een Cauchyrij is, bestaat er een M > 0 zodat sup,, % <

M. We zien dan dat |f(x)— f(y)| < e+ M|z—y|*. Dus, met bijvoorbeeld
e=lzx—y|* f € C,. We laten nog zien dat f ook de limiet ten opzichte
van || - || is. Zij N zodat voor alle n > N, ||f, — f|l« < €. Voor n > N
geldt dan:



[fnl) = fx) = (fuly) = f(®))]

|z — y|*

||fn_f|| = ||fn_f||oo+sup
Ay

[

< €+ sup -
vy [T — Y|

= e (6)

(c) Laat zien dat de verzameling A = {u € Cy([a,b]),||u]| < 1} uniform
equicontinu is.

Bewigs. 7ij € > 0. We zoeken een § > 0 zodat

|z —y| <6 — sup |u(z) —u(y)| <e.
ucA

Kies 6 := ¢'/®. Dan geldt voor alle z,y zodat |z — y| < 6 en alle u € A:

’u(:ﬂ) - U(y)| < ]x — y’asup W(U)_;uizﬂ
v#z ’U Z’

(7)

< 5 (8)
¢ (9)
O



